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Vorbemerkung: Grofle lineare Gleichungs-
systeme im Schulunterricht

GroBe Gleichungssysteme kommen in der Praxis sehr héufig vor. Kontinuierliche Aufga-
ben (z.B. Differential- und Integralgleichungen) werden durch “Diskretisierung” in grofie
Gleichungssysteme mit Tausenden, ja Millionen von Unbekannten iiberfiihrt, um Probleme
aus Meteorologie (Wetter- und Klimavorhersage), Stromungsmechanik (z.B. Entwurf von
Autos oder Flugzeugen mit moglichst niedrigem Luftwiderstand und Treibstoffverbrauch),
Strukturmechanik und vielen anderen Anwendungsfeldern zu l6sen.

In der Schule bleiben die betrachteten Gleichungssysteme deutlich kleiner, und es wird
héufig nicht deutlich, fiir welche Anwendungsfelder grofie Gleichungssysteme in der Praxis
iiberhaupt eine Rolle spielen und warum die Verfiigbarkeit effizienter Losungsverfahren
fiir derartige Problemstellungen von grofler praktischer Bedeutung ist.

Auch ist allgemein kaum bekannt, dass die Fortschritte innerhalb der Angewandten Ma-
thematik Hand in Hand mit den immer schneller gewordenen Rechnern heute die Losung
von Problemstellungen erméglichen, die noch vor 30 Jahren als kaum losbar erschienen.
Hierzu hat insbesondere auch die Entwicklung schneller Verfahren zur Losung grofler Glei-
chungssysteme mafigeblich beigetragen.

Auf derartige Anwendungen und Entwicklungen gehen wir gleich zu Beginn des vorlie-
genden Unterrichtsmoduls in den Abschnitten 1.1-1.3 ein. Dabei vergleichen wir auch
verschiedene unterschiedlich effiziente Verfahren anhand ihrer Rechenzeiten fiir ein typi-
sches Beispiel.

Das beigefiigte Unterrichtsmaterial eignet sich fiir eine Unterrichtsreihe in der Jahrgangs-
stufe 11 (G9) bzw. 10 (G8). Fiir die Diskretisierung von Differentialgleichungen (mit
zugehorigen Randwerten) wird die Definition der Ableitung iiber den Differenzenquoti-
enten verwendet wird. Die Anteile, die sich auf die Kapitel 1 und 2 beziehen, konnen
aber teilweise auch bereits wesentlich frither eingesetzt werden, z.B. im Zusammenhang
mit der Losung von Gleichungssystemen in Klasse 8, im Differenzierungsbereich Mathe-
matik /Naturwissenschaft der Mittelstufe (ab Klasse 8) oder im Rahmen einer Projekt-
woche ab Klasse 8. Das gesamte Material kann auch als Einfithrung in die Losung grofer
Gleichungssysteme in einem Projektkurs der Oberstufe eingesetzt werden. In diesem Fall
konnten die Schiiler sich die Inhalte selbsténdig mit diesem Skript erarbeiten.

Die Entwicklung dieses Unterrichtsmoduls wurde unterstiitzt durch eine Projektférderung
durch die WestLB-Stiftung Zukunft NRW, fiir die wir uns ganz herzlich bedanken.



Uberblick

In Abschnitt 1.1 diskutieren wir exemplarisch einige Anwendungen, die auf die Losung
grofler Gleichungssysteme fithren. Abschnitt 1.2 zeigt am Beispiel der Losung eines grofien
Gleichungssystems, welche Fortschritte in den vergangenen 30 Jahren durch neue Me-
thoden der Angewandten Mathematik einerseits und durch die Entwicklung immer leis-
tungsfiahigerer Rechner andererseits erzielt werden konnten. In Abschnitt 1.4 beschreiben
wir, wie wir grofle lineare Gleichungssysteme darstellen. Dabei werden auch die Begriffe
Matrix und Vektor eingefiihrt.

Kapitel 2 beschéftigt sich mit direkten Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.
Zunéchst wird am Beispiel der Cramerschen Regel gezeigt, dass explizite Losungsformeln
nicht immer sinnvoll sind, weil der Rechenaufwand zu ihrer Auswertung mit steigender
Anzahl von Unbekannten viel zu schnell wachsen kann. AuBlerdem gehen wir in einem
kurzen Exkurs auch auf die mogliche Problematik von Rundungsfehlern ein. Der Rest
dieses Kapitels ist dem Gaufischen Eliminationsverfahren gewidmet. Seine Idee und die
einzelnen Schritte werden ausfiihrlich dargestellt. Vor- und Nachteile dieses Verfahrens
werden diskutiert.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit einfachen iterativen Losungsverfahren. Jacobi- und Gauss-
Seidel-Verfahren werden an Beispielen eingefiihrt. Hierbei wird vorausgesetzt, dass der
Begriff eines iterativen Verfahrens bereits bekannt ist. Als Einfithrung in die Idee eines
iterativen Verfahrens bietet sich etwa das Heronsche Verfahren zur Wurzelberechnung an.

Eine einfache Erweiterung des Gauss-Seidel-Verfahrens fithrt zum SOR-Verfahren. Ab-
schliefend gehen wir auf die Konvergenzeigenschaften des Jacobi- und des Gauss-Seidel-
Verfahrens ein und diskutieren das starke Zeilensummenkriterium im Detail.

Das Auftreten grofler Gleichungssysteme in Anwendungen unterschiedlichster Art hiangt
sehr héufig zusammen mit der numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen
mit geeigneten Anfangs- oder Randbedingungen. Um diesen Zusammenhang deutlich zu
machen, fithren wir in Kapitel 4 die Begriffe der Ableitung einer Funktion einer oder
mehrerer Verdnderlicher sowie der gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichung kurz
und anhand einiger Beispiele ein. Diese Einfithrung ist bewusst kurz gehalten und hat nicht
die Absicht, eine auch nur halbwegs vollstandige Einfithrung in die Theorie zu geben.

Der Ubergang von einer Randwertaufgabe, bestehend aus einer (elliptischen) Differential-
gleichung und einfachen Randbedingungen, in ein grofies Gleichungssystem wird dagegen
anhand eines ein- und eines zwei-dimensionalen Beispiels detailliert beschrieben. Die Idee
dabei ist, Ableitungen wieder durch Differenzenquotienten zu ersetzen, dabei aber auf den
Grenziibergang h — 0 zu verzichten. Die in Kapitel 3 eingefiihrten iterativen Losungs-
verfahren konnen zur Loésung der so entstehenden Gleichungssysteme direkt eingesetzt
werden.

Kapitel 5 enthélt eine Sammlung/Beschreibung verschiedener Materialien, die fiir den
Einsatz im Unterricht oder fiir das Selbststudium hilfreich sind. Hierbei handelt es sich ei-
nerseits um eine Reihe von Computerprogrammen, welche die im Skript eingefithrten (und
weitere) Losungsverfahren realisieren und unter verschiedenen Aspekten beleuchten (vgl.
Abschnitt 5.2). Hinzu kommen einige Arbeitsblétter samt entsprechender Musterlosungen
(vgl. Abschnitt 5.3).



Kapitel 1

Grofle Gleichungssysteme

1.1 Anwendungsbeispiele, die auf grofle Gleichungs-
systeme fiihren

1. Wetterprognose: Das mathematische Modell, das der globalen Wetterprognose
zugrundeliegt, ist ein System von partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung
das Wetter charakterisierender Funktionen, z.B.

e Windgeschwindigkeit (Vektor aus 3 Komponenten)
e Druck
e Feuchtigkeit

e Temperatur

Fiir die tagliche Wettervorhersage muss dieses System, in das eine Vielzahl von
Messwerten als Startwerte eingehen, mit Hilfe numerischer Verfahren gelost wer-
den. Hierzu wird ein Gitter durch den Raum, der die Erde umgibt, gelegt. In den
Gitterpunkten werden dann N&herungswerte fiir die Losungsfunktionen berechnet.
Bei dem heute benutzten Wettermodell besteht das Gitter in vertikaler Richtung
aus 40 parallelen Kugelschalen. In jeder dieser Kugelschalen haben die Gitterpunkte
Abstéinde, die in Aquatorniihe etwa 30 km betragen. Dies ergibt ungefihr 16 Millio-
nen Gitterpunkte des raumlichen Gitters. Ahnlich wie der Raum durch ein Gitter,
wird die Zeit in Zeitschritte unterteilt. Fiir eine 10 Tage Prognose braucht man rund
6500 Zeitschritte. In jedem Zeitschritt wird u.a. ein lineares Gleichungssystem mit
16 Millionen Unbekannten (fiir den Druck in den rdumlichen Gitterpunkten) geldst.
Um regelméBig aktuelle Vorhersagen machen zu konnen, stehen fiir die Losung die-
ses Problems nur wenige Stunden zur Verfiigung. Deshalb miissen extrem schnelle
Losungsverfahren eingesetzt werden.

2. Klimaprognosen: In Klimaprognosen betriigt ein typischer Vorhersagezeitraum
nicht nur 10 Tage wie bei der Wettervorhersage, sondern z.B. 50 oder 100 Jahre.
Das Modell fiir die Simulation der Atmosphére ist dem der Wettervorhersage sehr
dhnlich. Hinzu kommen bei Klimasimulationen aber auch noch detaillierte Model-
le zur Simulation der Ozeane. Da erheblich ldngere Zeitraume zu berechnen sind,
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verwendet man bei Klimasimulationen wesentlich grobere Gitter mit erheblich we-
niger Gitterpunkten als bei der Wettervorhersage (Abstand zweier Gitterpunkte in
Aquatornihe: mehrere 100 km). Trotzdem betrigt die Rechenzeit selbst auf sehr
schnellen Rechnern mehrere Monate.

Die Vorhersagen iiber das Klima in den kommenden 100 Jahren schwanken um bis
zu etwa 3° C. Dabei sind die tatséchlichen Fehlerquellen fiir diese relativ groflen
Abweichungen bis heute nicht genau bekannt. Zwei mogliche Fehlerquellen sind die
grofilen Abstidnde zwischen den Gitterpunkten bzw. zu ungenaue physikalische /me-
teorologische Modelle.

. Numerischer Windkanal: Hiermit wird ein vollstdndiger, also dreidimensiona-
ler (3D) Entwurf von Grofiraumflugzeugen auf Rechnern durchgefiihrt. Die dabei
benétigten 3D-Gitter bestehen heute aus vielen Millionen Gitterpunkten. In jedem
Gitterpunkt werden die Werte von 5 unbekannten Funktionen (Geschwindigkeiten
in z-, y- und z-Richtung, Druck, Energie) berechnet.

Weitere Anwendungsbeispiele, bei denen grofie Gleichungssysteme auftreten, die in mog-
lichst kurzer Zeit mit Hilfe effizienter mathematischer Methoden auf Computern gelost

werden, zeigt Abb. 1.

Ol&Gas-
Reservoir-
Simulation

Stromungsdynamik

Halbleiter-Bauelemente-
Simulation

Struktur-
Mechal_nk / Grundwasser-
_ Gu?ﬁ- Simulation,
simulation Geophysik

Schaltungs-

simulation, |?

Elektromagnetisch
e Vertraglichkeit |: 5%

Abbildung 1: Einige weitere Anwendungsfelder, in denen grofie Gleichungssysteme auftre-
ten, die auf effiziente Art und Weise gelost werden miissen.
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1.2 Fortschritt durch Mathematik und schnelle Rech-
ner bei der Losung grofler Gleichungssysteme

Abb. 2 zeigt die Fortschritte, die in den letzten 30 Jahren einerseits durch die Angewandte
Mathematik in Form immer effizienterer Algorithmen und andererseits durch die Entwick-
lung immer schnellerer Rechner erreicht worden sind, an dem durchaus typischen Beispiel
der Losung eines groflen Gleichungssystems, das bei der numerischen Behandlung einer
Differentialgleichung auftritt, die Wéarmeleitung und Diffusion beschreibt,

1980 Computer 2000 2005

1980 200000 sec 50 sec
Faktor

= 4000

QL

=

-|'E Faktor

= 20.000

O

o))

- 2000
2005 10 sec ?5::

Abbildung 2: Fortschritte durch Mathematik und Rechnerentwicklung in den vergangenen
30 Jahren.

Auf der horizontalen Achse ist der allgemein bekannte Fortschritt durch die Rechnerent-
wicklung aufgetragen. Jeder weifl, dass Rechner in den vergangenen Jahrzehnten um ein
Vielfaches (fiir dieses Anwendungsbeispiel um den Faktor 4000) schneller geworden sind.

Kaum bekannt ist hingegen, dass auf der Seite der Mathematik durch neue, schnellere
Algorithmen Fortschritte in vergleichbarer Groflenordnung erzielt worden sind. Bei dem
Beispiel in Abb. 2 dauerte die Losung des gegebenen Problems auf demselben langsamen
Rechner von 1980 im Jahre 2005 nur noch 10 sec statt 200.000 sec, wenn man die 2005
bekannten schnellen mathematischen Algorithmen einsetzt statt der 1980 gebrauchlichen.
Tatséchlich nutzt man heute natiirlich nicht nur diese schnellen Algorithmen, sondern
auch die heute vorhandenen viel schnelleren Rechner. So fithren Fortschritte auf Seiten
der Mathematik und der Rechnerentwicklung dazu, dass ein Problem, dessen Losung
1980 noch etwa 200.000 sec (das sind rund 55 Stunden) dauerte, im Jahre 2005 in einem
Bruchteil einer Sekunde gelost werden konnte.
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1.3 Schnelle und weniger schnelle Verfahren

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Eindruck iiber schnelle und weniger schnelle Verfahren
zur Losung von linearen Gleichungssystemen zu gewinnen, wie sie bei der Diskretisierung
partieller Differentialgleichungen auftreten.

Wir betrachten als Beispiel die Poissonsche Randwertaufgabe (vgl. Abschnitt 4.4.7), bei
der hier zur Bestimmung einer Néherungslosung ein Gitter mit je n Punkten in z- und
in y-Richtung verwendet wird (vgl. Abschnitt 4.4). Wie wir in Abschnitt 4.4.10 sehen
werden, ergibt sich fiir n = 1024 ein lineares Gleichungssystem mit N = (n — 1) ~ 10°
Unbekannten. Tab. 1 vergleicht die fiir die Losung dieses Gleichungssystems bendtigte
Anzahl an Rechenoperationen und die benétigte Rechenzeit fiir verschiedene Verfahren
auf einem Standard-PC. Sie gibt anschaulich die Leistungssteigerung wieder, die mit Hilfe
von neuen Methoden der Numerischen Mathematik erzielt wurde.

’ Verfahren H Anzahl der Operationen \ Rechenzeit ‘
Cramersche Regel ~ N! oo
Gaufsches
Eliminationsverfahren ~ N? 14 h

fiir Bandmatrizen

Uberrelaxationsverfahren,
SOR (1960)
Mehrgitter-Verfahren (1980) ~ N 1 sec

~ N15 5 min

Tabelle 1: Rechenzeiten verschiedener Verfahren zur Losung eines Gleichungssystems mit
rund 1 Million Unbekannten, das bei der numerischen Losung einer einfachen zweidimen-
sionalen Differentialgleichung entsteht.

1.4 Darstellung grofler linearer Gleichungssysteme

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit N Gleichungen und N Unbekannten

anry + apry + - 4+ anry = b

a1 + agrs + -+ 4+ asnyry = by
+ P + P + : e

anN1T1 + aAnN2T9 + - + aANNITN = bN .

Wir schreiben dieses Gleichungssystem auch in der Form

11 Q2 -+ Q1IN X1 by
@21 Q22 -+ AgN X2 by
aniy an2 -+ AanNnN TN by

oder ganz kurz

Axr =10
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mit der Matriz

@11 Q2 -+ Q1IN X by

Q21 Q22 -+ Q2N X2 by
A= ] ) und den Vektoren x = . und b=

ani an2 '+ QNN TN bn

Beispiel 1.1 Das Gleichungssystem mit N=3 Unbekannten

ry  + 4?1)3 = 3
51’1 + 21’2 + x3 = 1
21‘1 + 41‘2 = 6
konnen wir mit
1 0 4 3
A= 5 2 1 und b= 1 ) (1.1)
2 40
auch schreiben als
1 0 4 T 3
Ax =b oder 5 2 1 ro | =1 1 A
2 40 T3



Kapitel 2

Direkte Verfahren

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Cramersche Regel und Determinanten

Man kann die Losung eines linearen Gleichungssystems direkt als Formel hinschreiben.
Wir werden in diesem Abschnitt sehen, wie diese Formel aussieht. Wir werden allerdings
auch sehen, dass diese Formel nur in Ausnahmefillen hilfreich sein wird, weil der Re-
chenaufwand, den man braucht, um diese Formel auszuwerten, sehr schnell riesengrofl
wird.

Cramersche Regel: Wenn das aus N Gleichungen mit N Unbekannten bestehende
lineare Gleichungssystem Az = b (A ist dann eine N x N-Matrix) genau eine Losung hat,
lasst sich diese Losung wie folgt berechnen:
= 2.1
T T det A (21)
Dabei entsteht die Matrix A;(b), indem man in der Matrix A die i-te Spalte durch den
Vektor b ersetzt. Hierbei bezeichnet det A die sogenannte Determinante der Matrix A, die

oft auch mit | A| bezeichnet wird, und det A;(b) bezeichnet entsprechend die Determinante
der Matrix A;(b).

Um mit der Cramerschen Regel die Losung eines Gleichungssystems berechnen zu kénnen,
miissen wir jetzt nur noch wissen, wie sich die Determinanten berechnen lassen.

Determinanten fiir N=1 und N=2: Determinanten sind nur fiir quadratische Ma-
trizen definiert. Die Determinante einer quadratischen Matrix ist immer eine Zahl. Fiir
N = 1, d.h. fiir eine 1 x 1-Matrix A = (a) ist die Determinante gleich dem einzigen
Element dieser Matrix:

det(a) = a fiir alle a € R .

12
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Fiir eine 2 x 2-Matrix A = ( ch 2 ) gilt

detA:]A|:det<a 6)2 =ad — ec

c d

a
C

e
d
Beispiel 2.1 Cramersche Regel an einem Beispiel von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten:
Wir betrachten das Gleichungssystem

51’1 —+ 23}'2 =1
2.731 + 41’2 = 0

5 2 1
A= ( 9 4 > und b= ( 6 >
Wollen wir die Cramersche Regel zur Losung dieses Gleichungssystems benutzen, so benoti-

gen wir die drei Determinanten det A, det Al( (15 ) und Ag( é ), wie sie zu Beginn dieses
Abschnitts eingefiihrt wurden (vgl. Erliuterung zu (2.1)). Damit erhalten wir

) 1 2
detA1<6> 6 4

14-2.6 4-12 -8 1

Tr1 = = .

det A 5 2| 5-4-2.2 20—-4 16 2
2 4
e 5 1
B det 2(6)_ 26| 5.6-1-2 30-2 28 7 N
2 detA |5 2| 5.4-2-2 20-4 16 4°
2 4
@11 a2 ais
Determinanten fiir N > 3: Die Determinante einer 3x3-Matrix A = | a91 @92 ao3

azy as2 ass
lésst sich folgendermaflen berechnen:

ail aig ais
detA = 91 Q922 Q923
az1 asz 33

ag1 A2
az1 ass

Q21 Q23
a31 Aass

Q22 Q23
a3z A33

= a11(a22a33 - a23a32) - @12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)

= an — Q13 + a3

Hierbei haben wir die Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix auf die Berech-
nung von mehreren Determinanten von 2 x 2-Matrizen zuriickgefiithrt. Dies kann man
verallgemeinern. Allgemein gilt fiir N x N-Matrizen mit N > 2:

N
detA = Z(—l)“’j -a;; -det A;;  (sogenannte Entwicklung nach der j-ten Spalte,
i=1 d.h. hier ist j eine beliebige, aber feste Spalte)

und

N
detA = Z(—l)”j -a;; - det A;;  (sogenannte Entwicklung nach der i-ten Zeile, d.h.
j=1 hier ist ¢ eine beliebige, aber feste Zeile)
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wobei A;; die (N —1) x (N —1)-Matrix ist, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte aus A entsteht (Laplacescher Entwicklungssatz). Die oben angegebene Berechnung
einer 3 x 3-Matrix entspricht einer Entwicklung nach der ersten Zeile.

Beispiel 2.2 Cramersche Regel an einem Beispiel von 8 Gleichungen mit 3 Unbekannten:
Wir betrachten das Gleichungssystem aus Beispiel 1.1:

T + 4.273 = 3
5512'1 -+ 2.1'2 + X3 = 1
21’1 + 4LL’2 = 6
mit
1 0 4 3
A=15 2 1 und b= | 1
240 6

Nach der Cramerschen Regel bendtigen wir fir die Losung dieses Gleichungssystems die

4 Determinanten
3 3 3
det A, det Ay 1 |, det Ay 1 |, det Az 1 | ,
6 6 6

die wir wie folgt berechnen konnen:

1 0 4
detA=1]5 2 1
2 4 0
2 1 5 5 2
SR EIR IR
=1-(2:0—1-4)4+4-(5-4-2.2)
=—4+4-16 =60
3 30 4 3
detAl(l): 1 21 (A1<1> entsteht wieder aus A, indem wir die
6 6 4 0 6
erste Spalte von A durch b ersetzen)
2 1 11 1 2
_3"4 o‘_o"6 0 +4"6 4‘

—3.(2-0—1-4)+4-(1-4—2-6)
— 3. (—4)+4-(4—12)

= 1232

= 44
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3 13 4
A2<1>‘— 51 1
6 2 6 0
11 5 1 51
-foo|=a oS g
—1-(1-0-1-6)—3-(5-0—1-2)+4-(5-6—1-2)
—1-(=6)—3-(=2)+4-(30—2)
= 646+ 112
=112
3 10 3
A3<1>'— 52 1
6 2 46
2 1 5 5 2
R
=1-(2:6-1-4)+3-(5-4-2-2)
—1-843-16
= 56

Als Losung fiir unser Gleichungssystem erhalten wir damit

I =

Lo =

T3 =

|A]

|A]

|A]

3
Al 1
6
3
Aol 1
6

|
|

3
A3 1
I \6/]

441
60 15

112 28

60 15

_ 5 _ 14 A
60 15

An diesem Beispiel deutet sich bereits an, dass der Rechenaufwand fiir die Cramersche
Regel bei Gleichungssystemen mit mehr als zwei Unbekannten recht hoch wird. Noch
deutlicher wird dies bei grofleren Werten von N. Im folgenden Beispiel berechnen wir
(nur zur Abschreckung!) die Determinante einer 4 x 4-Matrix.

Beispiel 2.3 Berechnung der Determinante einer 4 x 4-Matriz: In diesem Beispiel ent-
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wickeln wir alle auftretenden Determinanten nach der ersten Zeile.

123146 49 16 19 16 1 4 16 149
s | =12 a2 s a1 2 441 25
s a0 76 5 8 6 5 8 7 5 8 7 6
5 4 2 4 2 5
SR CREI RIS )
5 4 14 15
_2'(1'65_9'85“6"8 6D
2 4 1 4 12
+3-(1-75—4-85+16-‘87D
2 5 15 12
_4'(1'76_4'86+9"8 7‘)

= 1-(4-(5-5—4-6)—9-(2:-5—4-7T)+16-(2-6—5-7))
—2-(1-(5-5—-4-6)—9-(1-5—4-8)+16-(1-6—5-8))
4+3-(1-(2:5-4-7)—4-(1-5—-4-8)+16-(1-7—2-8))
—4-(1-(2-6-5-7)—4-(1-6—5-8)+9-(1-7—2-8))
= 1-(4-(25—24) —9- (10 — 28) + 16 - (12 — 35))
—2.(1-(25—24) —9- (5 —32) + 16 - (6 — 40))
+3-(1-(10—-28) —4-(5—32)+ 16 - (7 — 16))
—4-(1-(12=35)—4-(6—40) +9- (7 — 16))

=1-(4-1—9-(—18) +16- (—23))
—2.(1-1—9-(=27)+ 16 - (—34))
+3(1-(—18) —4- (=27) + 16 - (—9))
—4-(1-(=23)—4-(=34)+9(=9))

— 44162 — 368
— 2. (14243 — 544)
+ 3. (—18+ 108 — 144)
—4-(—23+136 — 81)

= —202 — 2 (—300) + 3 - (—54) — 4 - (32)

= —202 + 600 — 162 — 128 = 108 A

~—

Dieses Beispiel zeigt, dass die Berechnung von Determinanten iiber die Entwicklung nach
Zeilen oder Spalten sehr viel Rechenaufwand erfordert, wenn nicht zuféllig viele Elemente
der Matrix 0 sind.

Rechenaufwand fiir grole Werte von N: Berechnet man die Determinanten in der
Formel (2.1) zur Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungssystems bei einem
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Gleichungssystem mit N Unbekannten wie oben angegeben mit dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz, so hat man eine Anzahl von Multiplikationen und Additionen auszufiihren,
die proportional zu Nl =N - (N —1)- (N —2)- (N —3)-...-3-2-1 ist. Damit wéchst
auch die Rechenzeit proportional zu N!. Schon fiir N = 50 erhalten wir das erniichternde
Ergebnis, dass die Berechnung der Determinante auf einem schnellen Rechner rund 10%°
Jahre benotigen wiirde. So kann die Losung = jedenfalls nicht gewonnen werden (aufler
fir kleine N wie N = 2 oder N = 3 und in Spezialféllen).

Effizientere Berechnung der Determinante einer Matrix: Ist eine Matrix eine
rechte obere oder linke untere Dreiecksmatrix, so ist ihre Determinante gleich dem Produkt
ihrer Diagonalelemente.

Beispiel 2.4

1 2 3 4 1000
0 4 9 16 1400
005 4 =1-4-5-5=100 1 25 0 =1-4-5-5=100 A
000 5 8 7 6 5

Die Determinanten von Dreiecksmatrizen kann man also ganz einfach berechnen. Ferner
kann man zeigen: Das Addieren des Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen
Zeile (oder Spalte) dndert den Wert der Determinante nicht (wir verzichten hier auf einen
Beweis). Dies kann man benutzen, um die Berechnung der Determinante einer allgemeinen
Matrix auf die Berechnung der Determinante einer Dreiecksmatrix zuriickzufithren. Wir
demonstrieren dies am Beispiel der 4 x 4-Matrix aus Beispiel 2.3.

Beispiel 2.5 Addieren wir in

1 2 3 4
1 4 9 16
1 25 4
8 7 6 5

das (—1)-fache der ersten Zeile zur zweiten und dritten Zeile sowie das (—8)-fache der
ersten Zeile zur vierten Zeile, so erhalten wir

1 23 4 1 2 3 4
14916 |0 2 6 12
1 25 4] |0 0 2 0
8 7 6 5 0 -9 —-18 =27

Die ersten drei Zeilen der Matrix haben jetzt bereits obere Dreiecksgestalt. Zu bearbeiten
blewbt lediglich noch die wvierte Zeile. Um das zweite Element der vierten Zeile zu elimi-
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nieren, addieren wir das (9/2)-fache der zweiten Zeile zur vierten Zeile und erhalten

1 2 3 4 1 2 3 4
0 2 6 121 _10 2 6 12 addieren wir nun noch das (—%)—fache
0 O 2 0 002 0O der 3. Zeile zur 4. Zeile, so erhalten wir
0 -9 —18 =27 00 9 27
1 2 3 4
102 6 12
1002 0
00 0 27
=1-2-2-27=108 A

Offensichtlich ist diese Art der Berechnung der Determinante um ein Vielfaches schneller
als die Berechnung mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes iiber die Entwicklung
nach Unterdeterminanten.

Bei die Berechnung der Losung eines Gleichungssystems mit N Unbekannten sind dann
aber immer noch N + 1 Determinanten von N x N-Matrizen zu berechnen. Das Gaufische
Eliminationsverfahren, das wir in Abschnitt 2.2 kennenlernen werden, 16st ein solches
Gleichungssystem mit einem Aufwand, der etwa der Berechnung lediglich einer solchen
Determinante entspricht. Die Cramersche Regel spielt daher bei der praktischen Losung
von groflen Gleichungssystemen keine Rolle.

2.1.2 Rundungsfehler

Rundungsfehler kénnen bei linearen Gleichungssystemen, wenn man unbedacht vorgeht,
manchmal einen katastrophalen Einfluss haben. Man kann das bereits an sehr kleinen
Gleichungssystemen mit wenigen Unbekannten beobachten.

Beispiel 2.6 Wir betrachten das Gleichungssystem Ax = b mit

2 1.01 252| 957
(Alp) = | 04 0203 —1.8|-0.385
0.6 —1.05 0.8 | —3.85

Das Gaufische Eliminationsverfahren liefert bei 4-stelliger Genauigkeit, d.h. mit dezimalen
Gleitkommazahlen, deren Mantisse vierstellig ist, die exakte Losung

1'1:1, 1'2:5, 1'3:1 .

Wird die gleiche Rechnung jedoch mit 3-stelligen Gleitkommazahlen durchgefiihrt, so kommt
folgende, villig unsinnige Losung heraus:

EU\l = 353, fg = 0, fg - 1 A

Mit geeigneten Varianten des Gauflschen Eliminationsverfahrens kann man derartige “Ka-
tastrophen” verhindern, und daran ist man in der Praxis natiirlich interessiert.
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Wir werden hier keine derartigen problematischen Gleichungssysteme betrachten. Trotz-
dem ist es interessant zu wissen, wann dieses Problem auftreten kann. Bei zwei Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten beschreibt jede Gleichung eine Gerade. Sind diese Geraden
nahezu parallel, dann kénnen winzige Anderungen in den Koeffizienten der Geradenglei-
chung (oder entsprechend im gegebenen Gleichungssystem) dazu fithren, dass sich der
Schnittpunkt der Geraden (d.h. die Losung des Gleichungssystems) erheblich verschiebt.

Auch bei der zeichnerischen Losung wird in derartigen Féllen die genaue Bestimmung des
Schnittpunktes zweier Geraden problematisch.

Analog ist es im dreidimensionalen Fall kritisch, wenn die Ebenen, die durch die Glei-
chungen beschrieben werden, fast parallel sind, oder wenn die Schnittgeraden von je zwei
Ebenen nahezu parallel sind.

2.2 Idee des Gaufischen Eliminationsverfahrens

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Ax =b (2.2)
mit
aiy -+ QIN by
A=+ = |, b=
any -+ QNN bn

Ferner nehmen wir an, dass das Gleichungssystem genau eine Losung hat.

2.2.1 Zielsystem: Matrix in Dreiecksgestalt

Die Grundidee des Gaufischen Eliminationsverfahrens ist, das obige Gleichungssystem so
umzuformen, dass die Losungsgesamtheit unverdndert bleibt (dquivalente Umformung)
und das Zielsystem die folgende Gestalt hat

1121 + T12X2 + e T+ "MNTN = U
0 799X + ...+ ToNIN = Yo
0 0  rszxs ... 4+ TaNIN = Y3 (2.3)
0 0 -0 TNNIN = YN

also ein Dreiecksschema ist. Man kann dies auch in Matrixform als Rx = y mit einer
oberen Dreiecksmatrix

11 Ti2 ... TIN T Y1

0 Tog ... ToN o Y2
R = . . . . und o = . y Y=
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schreiben. Das Gleichungssystem Rx = y ist dann leicht zu 16sen. Dabei setzen wir vor-
aus, dass alle Zahlen in der Hauptdiagonalen der Matrix von Null verschieden sind. Wir
beginnen mit der letzten Zeile und bestimmen x . Diesen Wert setzen wir nun in die vor-
letzte Zeile ein und kénnen dann leicht z_; ermitteln usw. Im letzten Auflésungsschritt
berechnen wir, da wir alle Werte xn, xn_1, ..., xs bereits kennen, den Wert von z;. Damit
sind alle Losungswerte bekannt.

Dieses Vorgehen konnen wir folgendermaflen notieren:
1

IN = o~ YN
f— 1 . JR—
IN-1 = TN_LN_1 (yN—1 TN—LNIN)
_ 1
IN-—2 = TN_aN—2 (yN—Q —T'N-2,N-1TN-1 — 7’N—2,N£EN)
1
ry = _'(yl_7”125132_T135E3_--'_7"1N1‘N)'

T11

Dies kénnen wir auch kompakt schreiben als

N
1
i=— ¥ — i, i=N,N—1,...,1. 2.4
o m-(y erxj) ’ (2.4)

j=it1
Man beachte, dass der Summenausdruck in Gleichung (2.4) den Wert 0 hat, wenn das
Summationsintervall leer ist, d.h. wenn ¢ + 1 > N ist (tritt hier bei i = N ein.) Man
beachte ferner, dass die Rekursion (2.4) beim grofiten Indexwert (i = N) beginnt und
beim kleinsten (i = 1) endet. Sie lduft also riickwiérts, gegen die natiirliche Reihenfolge
der natiirlichen Zahlen. Wir nennen den obigen Prozess “Riickwartseinsetzen” (engl. “back
substitution”).

2.2.2 Der erste Eliminationsschritt

Um das zu lsende Gleichungssystem (2.2) auf die gewiinschte Dreiecksform (2.3) zu
bringen, ohne die Lésungsmenge zu édndern, 16sen wir die erste Gleichung nach z; auf und
setzen diesen Ausdruck in die anderen Gleichungen ein. Hierbei haben wir vorausgesetzt,
dass a1 # 0 ist. (Genau dasselbe tun wir iibrigens, wenn wir das —a;; /a1; fache der ersten
Zeile zur i-ten Zeile addieren.) Allgemein erhalten wir so

ag) = aij—Zialj (j=2,...,N)
-
B = b — Sy

a11

Damit haben wir die Unbekannte x; aus allen aufler der ersten Gleichung eliminiert und
erhalten das GLS AWy = p(M:

a1 a2 aiz -+ AN by

1 1 1 1
0 afy) afy - aly b
0 (1) (1) 1) bél)

gy Qgzg -+ A3y T =

. ) :1 1 :1
0 dyy ayy - ayy by
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2.2.3 Fortfiihrung des Verfahrens

Das weitere Eliminationsverfahren lauft entsprechend ab: Die fiir Ax = b beschriebene
Idee wird jetzt sinngemif auf (AMz™ = p(V) angewendet, genauer: auf das Teilsystem

(Restsystem)
o oom W (1) o

B " 4 )
Qzg Qg3 -+ A3y T3 _ by
1 1 1 1 1
AV

Unter der Voraussetzung, dass a%) # 0 ist, werden jetzt die Elemente unterhalb von a%)
zu Null transformiert.

Insgesamt setzt sich das Gaufische Eliminationsverfahren aus N —1 Eliminationsschritten
zusammen, durch welche ausgehend von Ax = b sukzessive die Spalten der Matrix unter-
halb des Diagonalelements zu 0 gemacht (eliminiert) werden. Das Endsystem hat dann
die gewiinschte Dreiecksgestalt. Dieses Verfahren geht theoretisch solange gut, wie die
Elemente a,iz_l) (k=1,...,N—1) von Null verschieden bleiben, da ja jedesmal durch sie
geteilt wird. Sollte im Verlauf dieses Eliminationsprozesses ein solches Diagonalelement

Null werden, so kénnen wir die Reihenfolge der Gleichungen noch vertauschen.

Beispiel 2.7 Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

51’1 + 2LL’2 + x3 = 1
25(]1 + 4ZL’2 + 2%3 = 6
X1 + Iy + 4ZE3 = 3

mait
5 2 1 1
A= 2 4 2 und b= 6
1 1 4 3

Fiihren wir den Eliminationsprozess so durch, wie wir thn oben beschrieben haben, so
erhalten wir nach der Elimination der Unbekannten x; aus der zweiten und dritten Glei-
chung das Gleichungssystem

5 2 1 1
0 16/5 8/5 |xz=| 28/5
0 3/5 19/5 14/5
Nach dem zweiten Eliminationsschritt haben wir entsprechend das Gleichungssystem
5 2 1 1
0 16/5 8/5 |x=1| 28/5
0o 0 7/2 7/4

Damit haben wir das angestrebte Zielschema erhalten und konnen es nun durch Riickwdrt-
seinsetzen auflosen. Wir erhalten

_ 141
I3 = 73 =3
po = 28/5-8/51/2 _ 24 _ 3
2 = 16/5 — 16 2
g o= l=2-23/2 52 1
= 5 — 5 T T2
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2.2.4 Nachteile des Gaufischen Eliminationsverfahrens

Das Gauflsche Eliminationsverfahren ist ein direktes Verfahren, das i.a. verwendet wird,
falls A eine vollbesetzte Matrix ist. Bei vollbesetzten Matrizen wéchst der Rechenaufwand
des GauBschen Eliminationsverfahrens im Wesentlichen mit der dritten Potenz der Anzahl
der Unbekannten (Schreibweise: W = O(N?)).

In der Praxis treten sehr héufig Matrizen auf, bei denen nur wenige Diagonalen von
0 verschieden sind (Bandmatrizen). Die bei der Diskretisierung der Poisson-Gleichung
entstehenden GLS etwa haben eine solche Struktur. Hier reduziert sich der Aufwand des
Gaufschen Eliminationsverfahren auf N2. Aber auch dies ist immer noch viel zu hoch fiir
viele Anwendungen aus der Praxis.



Kapitel 3

Iterative Losung von linearen
Gleichungssystemen

3.1 Jacobi-Verfahren und Gauss-Seidel-Verfahren

In der Praxis hat A héufig eine spezielle Struktur und/oder ist schwach besetzt (engl.
sparse), d.h. die meisten Elemente von A sind 0. N ist eventuell sehr gro8, z.B. 10°. Dies
bedeutet, dass man Gleichungssysteme mit einer Million von Unbekannten (oder mehr)
zu 16sen hat.

In solchen Fillen sind iterative Losungsverfahren eine interessante Alternative. Bei ihnen
startet man mit irgendeiner Startndherung fiir die Unbekannten (im Zweifelsfall nimmt
man an, dass alle Unbekannten 0 sind) und reduziert den Fehler sukzessiv durch eine
geeignete Iterationsvorschrift. Wir werden im néchsten Abschnitt zwei einfache iterative
Verfahren kennenlernen.

3.1.1 Explizite Formeln fiir Jacobi- und Gauss-Seidel-Verfahren

Beispiel 3.1 Fiir N = 3 betrachten wir das Gleichungssystem

a1; a2 Qi3 T by
Q21 Q22 A23 ) = by
31 Aazz ass xs3 b3

Unter der Voraussetzung, dass a; # 0 (1 = 1,2, 3), konnen wir jeweils die i-te Gleichung
nach z; auflésen und erhalten

1
Ty = _(bl — Q1272 — a13x3)
ai
1
To = —(b2 — a1 — CLQgZE‘g) (31)
a2
1
xr3 = —(bs — G311 — a32x2) .
ass3

23
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Wenn eine Startndherung

gegeben ist, konnen wir diese in die rechte Seite von (3.1) einsetzen und so geméifl

1
l’gl) = —(bl — algﬂfgo) — CL13$£())0))
11
1
J}gl) = _(b2 — amxgo) — a23$§)0)) (32)
22
1
xél) = —(b3 - aznxﬁo) - a32l‘go)) )
ass
eine neue Naherung
e
7+ = wgl)
e

berechnen. Dies ist der erste Schritt des Jacobi-Verfahren (JAC), das auch als Ge-
samtschrittverfahren bezeichnet wird.

Werden in der Iterationsvorschrift (3.2) auf der rechten Seite nicht nur Werte x,(go), sondern

- soweit verfiighar - die neuen, bereits berechneten Werte :1:,(41) eingesetzt, erhédlt man den
ersten Iterationsschritt des Gauss-Seidel-Verfahrens (GS), das auch unter dem Namen

Einzelschrittverfahren bekannt ist:

1
xgl) = —(b — alﬂgo) - a13x§0))
ail
1
$§1) = —(by — azll‘gl) - a23$:(’)0)) (3:3)
22
1
.ZE;(z,l) = —(bs— a31$§1) - @323751)) :
as3

Fiir allgemeines N (genauer: fir Az = b mit A € R™ a; #0, (i = 1,...,N)) lautet
die Iterationsvorschrift von JAC:

N
p" = L (bz-— > aikx;@) (i=1,...,N) . (3.4)

k=1, ki

Dabei sind die a:,(ﬁo) (k = 1,...,N) Startndherungen (z.B. alle 0) und n = 0,1,2,...
bezeichnet den Iterationsindex.

Werden in der Iterationsvorschrift (3.4) auf der rechten Seite nicht nur Werte x,(ﬂn), sondern

- soweit verfiighbar - die neuen, bereits berechneten Werte a:,(fﬂ) eingesetzt, erhélt man

GS:

i1 N
xgnﬂ) = ai“ (bi — Zaikxénﬂ) — Z aikx,(:)> (t=1,...,N) . (3.5)

k=1 k=i+1
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3.1.2 Zwei konkrete Beispiele

Wir betrachten zunichst das GLS

1021 +2, = 1
(L’1+10$2 = 10

mit der exakten Losung ;7 = 0 und x5 = 1. Wir beginnen mit der Startnédherung
a:(lo) = :L“g)) = 0. Die Iterationsvorschrift fiir JAC lautet

(n)

(1) _ 1=
7 10
(n+1) _ 10 — .’L’gn)
2 10 )

(", 28"y = (0,0)
({",28) = (0.1,0)
(1, 28 (0,0.99)
(¢17,287) = (107%,0)
(01”,a8") = (0.1-107")
(,2) = (107,1) .
Fiir GS haben wir die Iterationsvorschrift
2D = 1—1517§n)
0
oty 0=
10
und wir erhalten daraus
(", 25") = (0,0)
@ 2 = (0.1,0.99)
(@, 2Py = (10731107
@V, 2)) = (1075,1-1079)

Beide Verfahren konvergieren offenbar gegen die richtige Losung 1 = 0 und x5 = 1, wobei
in diesem Fall GS schneller als JAC zu sein scheint.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Gleichungssystem

10 —4 -2 2
-4 10 -4 Jz=1] 3
—6 -2 12 1
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In diesem Beispiel berechnet sich dann etwa (™1 zu

A = a2 2.2+ 2 )/.10
by ail

2 = @M+ 3 )10
b2 a2

2 = 622+ 1) a2,
b3 ass

und man erhilt hieraus

0 0.2
20 = 0 2 = 0.3
0 0.083
0.337 0.412
+? = 0413 z® =1 0528
0.233 0.321

Bei GS ist im Unterschied zu JAC wie oben beschrieben immer mit den neuesten verfiigba-
ren Ndherungen zu rechnen:

2" = @2 42200 + 2 )10
by ail
oy = (@MY 4l + 3/ 10
ba ag2
b3 ass
Wir finden
0 0.200
2@ =10 M = 0.380
0 0.247
0.401 0.499
@ = | 0.559 2@ = | 0.650
0.377 0.441

Die exakte Losung dieses GLS betragt auf zwei Stellen gerundet z; = 0.60, zo = 0.74
und x3 = 0.51. Nach drei Iterationsschrittenen sind wir zwar néher an die exakte Losung
herangekommen, aber wir brauchen sicherlich noch weitere Schritte, um eine gute Genau-
igkeit zu erzielen.

3.2 Das SOR-Verfahren

Das SOR (Successive OverRelaxation) Verfahren erhélt man aus GS durch eine kleine,
aber auflerordentlich wirkungsvolle Verallgemeinerung, indem man die Korrektur, die ein
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Iterationsschritt von GS liefert, mit einem geeigneten Faktor w multipliziert. Dazu wird
die Iterationsvorschrift (3.5) von GS als ein erster Zwischenschritt betrachtet, der die

Grofe 7. liefert.

i1 N
EZ(”) = i (bi — Zaikx,inﬂ) — Z aikx,(cn)> (t=1,...,N) . (3.6)
k=1

k=i+1

Im SOR-Verfahren crhéilt man jetzt """ durch
o = 2 w@™ -2 (3.7)

i i
Dabei ist w ein Parameter, der problemangepafit gew#hlt wird. Fiir w > 1 (Uberrelaxation)
verstéirkt man die Korrektur 2" — 2" von z{™ die der entsprechende Iterationsschritt
von GS liefern wiirde, fir w < 1 (Unterrelaxation) schwécht man sie ab. Fiir w = 1 erhélt

man wieder GS.

3.3 Zur Konvergenz iterativer Verfahren

3.3.1 Zur Konvergenz des Jacobi-Verfahrens, starkes
Zeilensummenkriterium

Gegeben sei ein GLS Ar = b mit einer Matrix A, die aus den Elementen a;; besteht
(1,7 =1,...,N). Die Bedingung

N

>l <lau|  (i=1,...,N) .

k=1

ki
heifit starkes Zeilensummenkriterium. (Wenn diese Bedingung erfiillt ist, d.h. wenn in
jeder Zeile 1 = 1,..., N der Betrag des Diagonalelementes a;; grofler als die Summe der
Betrage der Nichtdiagonalelemente ist, sagt man auch, die Matrix A ist “stark diagonal-
dominant”.)

Man kann zeigen: Ist fiir eine Matrix A das starke Zeilensummenkriterium erfiillt (d.h.
iiberwiegt in der Matrix A die Hauptdiagonale in obigem Sinn), dann konvergiert das
Jacobi-Verfahren gegen die eindeutig bestimmte Losung von Ax = b. Jeder Iterations-
schritt des Jacobi-Verfahrens reduziert dann den Fehler mindestens um den Faktor

ZNk =1 |az‘k|

ki
\a,»,»|
3.3.2 Ein Beispiel
Fir die Matrix
10 —4 -2
A= -4 10 -4

-6 =2 12
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(vgl. Beispiel in Abschnitt 3.1.2) ist das starke Zeilensummenkriterium erfiillt, denn
442 < 10, 444 <10, 6+2<12 .

Nach der Aussage im letzten Abschnitt konvergiert also das Jacobi-Verfahren fiir jedes
GLS Axr = b mit dieser Matrix A. Jeder Iterationsschritt reduziert den Fehler dann
mindestens um den Faktor

1,24, 406 21_8_ 5.1
M7 10010 T10012 T2 10 '

3.3.3 Zusammenhang zum Gauss-Seidel-Verfahren

Bemerkung 3.1 Man kann beweisen, dass die Konvergenz von GS aus der Konvergenz
von JAC folgt, wenn das starke Zeilensummenkriterium erfillt ist. Das starke Zeilensum-
menkriterium ist also auch hinreichend fiir die Konvergenz von GS.

Es sei jedoch hier bemerkt, dass es Félle gibt, in denen JAC konvergiert, nicht aber GS,
und umgekehrt. >



Kapitel 4

Ableitungen, Differentialgleichungen,
Randwertaufgaben

4.1 Ableitung einer Funktion

Gegeben sei eine Funktion u(z), die fir alle reellen Werte x definiert sei. Ferner lasse
sich im Punkt z( eindeutig eine Tangente an u legen (dies wird im folgenden allgemein
vorausgesetzt!). Dann definieren wir die Ableitung der Funktion u in einem Punkt x, als
die Steigung m der Tangente von u im Punkt 2 und bezeichnen die Ableitung mit v’ ().

Abbildung 1: Tangente im Punkte xy an eine Funktion u(x)

29
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Beispiele:

1. Die Gerade u(x) = ma + b ist in jedem Punkt ihre eigene Tangente. Sie hat die
Steigung m. Damit gilt fiir die Ableitung der Geraden in jedem Punkt x:

u'(z)=m .

2. Die konstante Funktion u(z) = b ist eine spezielle Funktion mit der Steigung m = 0.
Folglich gilt fiir sie in jedem Punkt «'(z) = 0.

Existiert die Ableitung z.B. in jedem Punkt, kann man u’ wieder als Funktion von z
begreifen und die Ableitung der Ableitung (d.h. die zweite Ableitung von ) bestimmen.
Offenbar ist fiir jede lineare Funktion u(z) = mx + b die zweite Ableitung identisch gleich
0, da die erste Ableitung eine Konstante ist, d.h. u”(z) = 0.

4.1.1 Berechnung von Ableitungen, Differenzenquotienten

Will man die Ableitung einer allgemeineren Funktion im Punkt zy berechnen, so kann
man die Steigung der Tangente approximieren, indem man die Steigung der Sekante durch
die Punkte (zg, u(x¢)) und (zo + h, u(xo + h)) berechnet und dann h gegen 0 streben lésst
(vgl. Abb. 2). Das heifit:

u(zo + h) — u(zg) |

/ — 1
(o) = Jim

(4.1)

u(x 0+h) —————————————————————————————————————————————————

/u(x O+h) —u(xo)

U(K ) oo 1

Abbildung 2: Tangente und Sekante einer Funktion

Tatséchlich kann man auch dies als die Ableitung der Funktion v im Punkt x( definieren,
sofern der Grenzwert existiert und eindeutig ist.
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Ganz analog kann man auch die Sekante durch die Punkte (zg, u(zo)) und (xo—h, u(xo—h))
verwenden und erhélt dann:

u'(x9) = lim (4.2)

h—0

uw(zg) — u(zg — h)
h )

Die Ausdriicke
u(zo + h}i — u(xo) und u(zo) — Z(xo —h)

werden auch als (rechtsseitiger und linksseitiger) Differenzenquotient bezeichnet.

4.1.2 Beispiele fiir Ableitungen von Funktionen

Beispiel 4.1 Die Funktion u(x) = |z| hat fir = 0 keine eindeutig bestimmte Tangente.
Daher gilt fiir ihre Ableitung

—1 firx <0
+1 firx<0 . A
nicht definiert fiir x =0

u'(z) =

Beispiel 4.2 Die Ableitung der Funktion u(x) = x™ berechnen wir als

u(z + h) —u(x)

/ o .
w(z) = |im h
" — pn
= lim —(x +h) <
h—0 h
s nhx"! + n(n2—1)h2xn—2 R ”(nQ_l)hn—2x2 +nhv e+ A — g7
= lim
h—0 h
o nhz"1 4+ @h?xn—Q 4t @hn—%ﬁ + nh" 1y 4+ pn
— h
-1 -1
= lim(na" ' + nin=1) )hx”_2 +--+ nin=1) >h"_3x2 +nh" 2z + B
h—0 2 2
— n$n—1

Beispiel 4.3 Ohne Beweis vermerken wir, dass die Ableitungen der Funktionen sin(x),

cos(x) und e gegeben sind durch

(sinz) = cos(z)
(cosz) = —sin(z)
(ex)l — e’

Damit qilt fiir die zweiten Ableitungen dieser Funktionen

(sinz)” = —sin(z)
(cosz)” = —cos(z A
(ea})// _ eT
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4.1.3 Einfache Rechenregeln fiir Ableitungen

Seien u(z) und v(z) zwei Funktionen von z, deren Ableitungen im Punkte z( existieren.
Dann gilt

(u(z) +v(z)) = u(z)+'(x)
(cu(z)) = cu'(x) c=const. € R
(u(z)v(x)) = ' (x)v(z)+ ulz)v'(z)

Beispiele:

(72°) = 7(2*) = 7-32° = 2127
(522) + (72*) = 5(z%)" + 212% = 102 + 2122
(

2?) sinx + 2?(sinz) = 2xsinz + 2’ cosz

4.2 Gewohnliche Differentialgleichungen

Als gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung bezeichnen wir eine Glei-
chung, in der die n-te Ableitung der Funktion u(x) vorkommt. Ferner kénnen in dieser
Gleichung auch u(x) und niedrigere Ableitungen von u(x) sowie weitere z-und u-abhéngi-
ge Terme vorkommen.

Einige einfache Beispiele fiir Differentialgleichungen sind:

1. W(z) =0
Losungen dieser DGL sind alle konstanten Funktionen; denn die Steigung (Ablei-
tung) jeder konstanten Funktion ist 0.

2. u(x) ==
Losungen dieser DGL sind die Funktionen u(z) = 3% 4 ¢ mit einer Konstanten ¢;
denn leitet man diese Funktionen ab, so erhélt man u'(x) = x.

3. u'(x) = cos(x)
Losungen dieser DGL sind die Funktionen u(z) = sin(z) + ¢ mit einer Konstanten
c. Auch dies kann man durch Ableiten iiberpriifen.

4. v'(x) = —u(x)
Losungen dieser DGL sind die Funktionen u(z) = asin(x) + bcos(x). Auch dies
iiberpriift man leicht durch Ableiten dieser Funktionen.

5. u"(x) +u’(z) - v/ (x) — u*(x) = r(x) mit einer gegebenen Funktion r(z).
Offenbar sind in den ersten 4 Beispielen die Losungen der Differentialgleichungen nicht

eindeutig bestimmt. Dies ist typisch. Um eindeutige Losungen erhalten zu kénnen, ist in
der Regel die Angabe einer oder mehrerer zusétzlicher Bedingungen erforderlich.
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4.3 Funktionen mehrerer Verinderlicher, partielle
Ableitungen, partielle Differentialgleichungen

Wir betrachten jetzt eine Funktion u, die von zwei Variablen x und y abhingt. Dann
konnen wir die sogenannten partiellen Ableitungen von u nach x bzw. von u nach y un-
tersuchen. Betrachtet man die Ableitung von u(z,y) nach z, nimmt man y als konstanten
Parameter an und kann dann die Ableitung beziiglich der Variablen x wie gehabt berech-
nen. Beziiglich der Variablen y verfahrt man genauso. Wir nehmen dabei hier und im
folgenden jeweils an, dass die Ableitungen existieren.

Beispiele:
L u(z,y) =2
Dann gilt
Uz (2, Y
uy(zr,y) = 0
2. u(z,y) =y’
Dann ist
us(w,y) =y
uy(z,y) = 2ay

und fiir die zweiten partiellen Ableitungen nach x und y gilt
Uzz(,y) = 0

Uyy(z,y) = 2z .

Als partielle Differentialgleichungen bezeichnet man eine Gleichung, in der partielle Ab-
leitungen einer Funktion mehrerer Verénderlicher vorkommen.

Beispiele:

1. Fiir eine Funktion u(z,y) betrachten wir die partielle DGL
uz(z,y) =0 .
Offensichtlich erfiillt jede Funktion u(x,y) = f(y) diese partielle DGL.

2. Die partielle DGL
Ugg + Uyy = 0

wird z.B. erfiillt von den Funktionen

u(z,y) = const.
u(z,y) = ox+pBy (,feER)
u(z,y) = asin(zr)e’ 4+ [cos(x)e?

und vielen weiteren.
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3. Mogliche Losungen der partiellen DGL
Ugg + Uyy = 62y

sind u.a. die Funktionen

u(z,y) = 2’y

u(z,y) = wy’
u(z,y) = az’y+ (1-a)zy’ + Bupem (., BER)

wobel Upom(,y) eine Losung der Gleichung

(uhom)xac + (uhom>yy =0

ist.

Dies kann man durch einfaches Nachrechnen verifizieren. Auch in diesen Beispielen ist die
Losung der DGL offenbar nicht eindeutig bestimmt.

Partielle Differentialgleichungen kénnen ganz unterschiedliche Eigenschaften haben. Man
unterscheidet elliptische, parabolische und hyperbolische Differentialgleichungen. Wir ver-
zichten an dieser Stelle darauf, ein auch nur halbwegs vollstindige Einfiihrung in die
Theorie und numerische Behandlung partieller Differentialgleichungen zu geben. Wir be-
trachten stattdessen in den folgenden Abschnitten exemplarisch zwei sogenannte “Rand-
wertaufgaben”, deren Losung unter geeigneten (natiirlichen) Voraussetzungen — auf die
wir hier nicht ndher eingehen — existiert und eindeutig ist. Bei diesen Randwertaufgaben
sind zusétzlich zu den DGLs vorgegebene “Randbedingungen” zu erfiillen.

4.4 Diskretisierung (gewdhnlicher und partieller)
Randwertaufgaben mit Differenzenverfahren

In diesem Abschnitt stellen wir je eine gewthnliche und eine partielle Randwertaufgabe
vor und diskutieren, wie sich ihre Lésungen nédherungsweise numerisch berechnen lassen.

Das erste Beispiel ist eine sehr einfache gewohnliche Randwertaufgabe (RWA). Wir be-
schreiben den einfachsten numerischen Losungsansatz, der auf ein lineares Gleichungssys-
tem mit einer tridiagonalen Matrix fithrt. Das zweite Beispiel ist eine ebenfalls einfache,
aber fundamental wichtige partielle Randwertaufgabe. Thre effiziente numerische Behand-
lung ist nicht trivial. Einfache iterative Losungsverfahren, wie sie in den vorangegangenen
Abschnitten beschrieben wurden, konnen jedoch sehr einfach zur Losung des bei der Dis-
kretisierung entstehenden linearen Gleichungssystems eingesetzt werden.

4.4.1 Eine gewOhnliche Randwertaufgabe 2. Ordnung

Wir betrachten zunéchst die gewohnliche Differentialgleichung

u'(z) = f(z)  (z€]0,1]) (4.3)
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mit den Randbedingungen
u(0) = go, u(l) =g . (4.4)
Dabei ist die rechte Seite f eine gegebene Funktion und gg, g; € IR sind gegebene Rand-

werte. Wir suchen eine Funktion u(x), welche die Differentialgleichung und die Randbe-
dingungen erfiillt.

Bemerkung 4.1 (ohne Beweis): Unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f
ist die oben beschriebene Aufgabe eindeutig losbar. >

Bemerkung 4.2 (Physikalische Problemstellung) Die DGL (4.3) beschreibt physikalisch
die Auslenkung u(z) einer elastischen Saite unter einer Belastung f(x). >

4.4.2 Diskretisierung

Wir wollen die Randwertaufgabe (4.3)-(4.4) nun nicht analytisch 16sen (dies geht nur fiir
bestimmte Klassen von Funktionen f(z)), sondern eine Niherung fiir die Losung wu(x)
durch ,,Diskretisierung® numerisch berechnen. Dazu benotigen wir ein ,,Gitter” und eine
diskrete Naherung fiir die DGL.

Dazu teilen wir das Intervall [0, 1], auf dem die DGL (4.3) gegeben ist, in n dquidistante
Teilintervalle [x;, x;41] mit

ri=x9+1th, i=0,1,...,n
auf. Die Punkte z; und die Maschenweite (d.h. die Linge der Teilintervalle)

n— 1
h:ZL’ ZEOZ_

n n

bestimmen ein eindimensionales ,,Gitter* (vgl. Abb. 3), auf dem die Losungfunktion u(z)
ndherungsweise bestimmt werden soll.

I
O=2z9 =1 2o I3 T, =1
Abbildung 3: Ein eindimensionales Gitter

Jetzt bendtigen wir noch Néherungsformeln fiir die zweite Ableitung der Funktion u(x).
Die Idee ist dabei, die Ableitung durch Differenzenquotienten zu ersetzen.

4.4.3 Approximation der Differentialgleichung

Um zu einem linearen Gleichungssystem zu gelangen, miissen wir u”(z) durch lineare
Beziehungen von u(z) ersetzen. Hierzu benutzen wir die Definition der Ableitungen durch
den Grenzwert der zugehorigen Differenzenquotienten. Es gilt

() = }Lii%% (W (z + h) — (2))) . (4.5)
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Ferner konnen wir benutzen, dass

W (x4 h) = }1}1%% (u(z + ) — u(z))) (4.6)
und 1
u'(z) = lim 7 (u(@) —u(z = h))) (4.7)

gilt (linksseitige Differenzenquotienten fiir «'(z + k) und u'(x)). Setzen wir diese Bezie-
hungen in (4.5) ein, so erhalten wir

W(2) = Tim - (u(z — B) — 2u(z) + u(z + b)) - (4.8)

Verzichten wir jetzt auf den Grenziibergang h — 0, so gilt fiir hinreichend kleines h
1
u' (1) ~ o (u(z — h) = 2u(x) + u(x + h))) . (4.9)
Dabei machen wir zwar einen Fehler, der aber um so kleiner werden wird, je kleiner h
gewahlt wird.

4.4.4 Resultierendes Gleichungssystem

Wir benutzen die obige Néherungsformel (4.9) fiir " () jetzt in allen inneren Gitterpunk-

ten x; = xg+ih (i = 1,...,n—1); in den Randpunkten zy = 0 und z,, = 1 setzen wir die
gegebenen Randwerte ein. Auf diese Weise erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir
die Néherungslosung, die wir mit u,(x;) bezeichnen (i = 0,1,...,n):
1 .
5 (un(wi—1) = 2up(z;) +up(ziyr)) = f(zy) (1=1,2,...,n—1) (4.10)
un(xo) = go (4.11)
up(z,) = @1 (4.12)

Wir verwenden hier bewusst die Notation uy(z;) und nicht u(z;), weil wir bei der Diskre-
tisierung (4.9) auf den Grenziibergang h — 0 verzichtet und dadurch einen (fiir kleines h
kleinen) Fehler eingefiihrt haben.

Die Unbekannten wup(x;) in dem entstandenen linearen Gleichungssystem (4.10)-(4.12)
sind Néherungen fiir die gesuchte Funktion u(z) in den Gitterpunkten z;. Im Zusammen-
hang mit dem linearen Gleichungssystem werden diese Unbekannten oft auch kurz als u;
bezeichnet (d.h. u; := uy(z;)). Das Gleichungssystem lautet dann

1

Up, = g1 (4.15)

Bemerkung 4.3 (Diskretisierungsfehler) Wir bemerken, dass sich der (globale) “Dis-
kretisierungsfehler” | d.h. der Fehler zwischen der diskreten Ndherungslosung uy(x) und
der exakten Losung u(z), unter geeigneten Voraussetzungen im Wesentlichen wie

const - h?



Ableitungen, DGLs, RWAs 37

verhélt. Um den Diskretisierungsfehler klein zu machen, muss man die Schrittweite h
also entsprechend klein wihlen. Die Anzahl der Unbekannten im diskreten Gleichungssys-
tem wird dann allerdings sehr grof§ und der Rechenaufwand zur Losung des zugehorigen
Gleichungssystems wéchst entsprechend. >

4.4.5 Matrixdarstellung

Das Gleichungssystem (4.10)-(4.12) lésst sich in Matrixschreibweise folgendermafien dar-
stellen:

1 -2 1 0 ...0 Uy h%f(z1)
1 -2 1 0 : :
= (4.16)
Do : 1 -2 1 Up—1 h2f(zn_1)
o 0 o0 ... 0 1 U, g1

Bemerkung 4.4 (Aufwand zur Losung des Gleichungssystems) Da es sich bei der Ma-
trix des Gleichungssystems um eine Tridiagonalmatrix handelt, lasst sich die Losung mit
dem Gauflschen Eliminationsverfahren mit einem Rechenaufwand berechnen, der ledig-
lich proportional zu N ist. Daher ist fiir derartige eindimensionale Randwertaufgaben der
Einsatz von iterativen Verfahren noch von geringer praktischer Bedeutung. >

4.4.6 Konvergenz einfacher iterativer Verfahren zur L6sung des

GLS

Lost man das Problem (4.16) mit dem GS-, JAC- oder SOR-Verfahren, so kann man
zeigen, dass fiir die asymptotischen Konvergenzfakoren pro Iterationsschritt (d.h. fiir die
Faktoren, um die der Fehler asymptotisch pro Iterationsschritt des Verfahrens kleiner
wird) gilt:

1
p(JAC) = costh=1 — §7r2h2 (4.17)
p(GS) = cos® Th= 1 — 7*h? (4.18)
1 —sin7mh
= =1-2 4.1

Dabei ist der optimale Parameter wepe im SOR-Verfahren in diesem Beispiel

2

Wopt = —————— .
P71 +sinrh

Fiir den Stellengewinn g pro Iterationsschritt bedeutet dies asymptotisch

w(JAC) = 1r?h? (Verfahren konvergiert ganz, ganz langsam)
w(GS) = m2p? (Verfahren konvergiert ganz langsam)
w(GS(wept)) = 2mh (Verfahren konvergiert deutlich besser als die ersten beiden).
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4.4.7 Die Poisson-Gleichung mit Dirichletschen Randbedingun-

gen

Wir betrachten jetzt die zu dieser gewthnlichen Randwertaufgabe analoge partielle Rand-
wertaufgabe in IR*:

Au(z,y) = f(z,y)  ((x,y) €2=(0,1)* CR?)
u(r,y) =g(x,y)  ((z,y) € 9Q.)

Dabei bezeichnet A den ,,Laplace-Operator”

(4.20)

Au(x, y) = Uuw;(.ilﬁ, y) + uyy(a:, y)

Die Funktionen f und g sind gegebene Funktionen. Gesucht ist eine Funktion u welche
die ,,Poisson-Gleichung*

Au(z,y) = f(z,y) in Q
und die ,,Dirichlet-Randbedingungen*

u(z,y) = g(z,y) auf 00

erfiillt.

Bemerkung 4.5 (Physikalische Bedeutung der Poisson-Gleichung) Die Poisson-Gleichung
ist eine der wichtigsten partiellen Differentialgleichungen. Sie beschreibt eine Vielzahl phy-
sikalischer Phédnomene, z. B.

das elektrostatischen Potential,

das Gravitationspotential,

die Auslenkung einer Membran unter der Belastung f(x),

eine stationdre Wéarmeleitung,

das Potential einer stationédren inkompressiblen, reibungsfreien Stromung. >

4.4.8 Diskretisierung

Ganz analog zum eindimensionalen (1D) Fall approximieren wir die Differentialgleichung
wieder auf einem geeigneten Gitter. Dazu iiberdecken wir das abgeschlossene Einheits-
quadrat Q = [0,1]? durch ein Gitter. Mit der Schrittweite h = 1/n erhalten wir die
Gitterpunkte

Q= {(zi,v))|(zi, yj) = (ih, jh);i,j =0,1,...,n} CQ (4.21)

(vgl. Abb 4).
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O (L1

D D Q
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Abbildung 4: Diskretisierungsgitter im 2D Fall

4.4.9 Approximation von Au

Analog zum eindimensionalen Fall approximieren wir die partiellen Ableitungen u,.(x,y),
Uyy (2, y) durch die Naherungsformeln

Uz (2, ) % (u(z = h,y) — 2u(z,y) + u(x + h,y))
1 (4.22)

Damit erhalten wir den diskreten Laplace-Operator

Apu(z,y) = % (u(z — h,y) +u(z+ h,y) +ulz,y—h) +ulz,y+h) —du(z,y)) .
(4.23)
Abb. 5 veranschaulicht, von welchen Gitterpunkten Beitrdge zur Berechnung des dis-
kreten Laplace-Operators geleistet werden. Hierdurch motiviert verwenden wir auch die
kompakte Schreibweise

1
1 -4 1 | u(x,y) .
1

Ahu<x ) y) = %
Diese kompakte Schreibweise ist dquivalent zu (4.23), sie betont aber den Zusammen-
hang zwischen diskreter und kontinuierlichen Randwertaufgabe, und sie macht auf einen
Blick deutlich, welche Punkte des Gitters und welche zugehorigen Unbekannten an der
Diskretisierung in einem Punkt beteiligt sind. Sie hat viele Vorteile, auch z. B. fiir die
Programmierung.

4.4.10 Aufstellung des zugehorigen Gleichungssystems

Hiermit kénnen wir jetzt ein lineares Gleichungssystem fiir die diskrete Losung

up(z,y) , (v,y) = (25,9;) €
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/ (2, y)

Abbildung 5: Geometrisches Muster des diskreten Laplace-Operators

aufstellen. Diese Losung besteht aus (n + 1) Komponenten (entsprechend den (n + 1)?
Gitterpunkten von €2;,). Wie im 1D Fall unterscheiden wir wiederum die inneren Gitter-
punkte

Q, =A{(z,y) = (z;,y;) = (ih,jh) 14,7 =1,...,n— 1} (4.24)
und die Rand-Gitterpunkte B
Fh = Qh\Qh

(vgl. Abb. 4, dort sind die Punkte von €, durch e und die Punkte von I', durch o
gekennzeichnet.) Das entstehende Gleichungssystem fiir die diskrete Losung konnen wir
dann in der Form

Apup, = f(z,y)  fiir (z,y) € Qy

un(z,y) = g(z,y) fiir (z,y) €Ty, (4.25)

schreiben. Dieses Gleichungssystem bezeichnen wir in Zukunft auch als unser Modellpro-
blem.

Bei der Programmierung von effizienten Losungsverfahren fiir dieses und &dhnliche Pro-
bleme geht man h&ufig direkt von dem geometrischen Hintergrund aus. Die Unbekannten
und die Gleichungen sitzen in den Punkten des Gitters. Die Matrixdarstellung des Glei-
chungssystems wird dann gar nicht gebraucht.

4.4.11 Diskretisierungsgenauigkeit

Ohne Beweis erwdhnen wir hier, dass sich der Diskretisierungsfehler, d.h. der Fehler
zwischen der diskreten Ndherungslosung up,(x) und der exakten Losung u(z) der Rand-
wertaufgabe, unter geeigneten Voraussetzungen im Wesentlichen wie

const - h?

verhélt. Um den Diskretisierungsfehler klein zu machen, muss man die Schrittweite h
also auch hier entsprechend klein wihlen. Die Anzahl der Unbekannten in unserem Glei-
chungssystem und die Anzahl der Gleichungen wird dann allerdings sehr grof (sie wéchst
viel schneller als im eindimensionalen Fall) und der Rechenaufwand zur Losung des Glei-
chungssystems wéchst entsprechend.



Ableitungen, DGLs, RWAs 41

4.4.12 Matrixdarstellung

Man kann natiirlich auch wieder zu einer Matrizdarstellung dieses Gleichungssystems
iibergehen. Dann hingt die Form der Matrix davon ab, in welcher Nummerierung man
(auf der linken und rechten Seite des obigen Systems) die Gitterpunkte (x,y) = (x;,y;)
durchlauft. Man kann z.B. die Gitterpunkte zeilenweise, beginnend von links unten nach
rechts oben nummeriert. Fiir n = 8 erhélt man:

43 44 45 46 47 48 49
36 37 38 39 40 41 42
29 30 31 32 33 34 35
22 23 24 25 26 27 28
15 16 17 18 19 20 21
§ 9 10 11 12 13 14

1 2 3 4 5 6 7

4.4.13 Matrixdarstellung bei zeilenweiser Nummerierung

Wir betrachten hier nur die Struktur, die sich bei zeilenweiser Nummerierung ergibt. Die
Randbedingungen sind dabei schon eliminiert worden. Im Falle n = 8 ergibt sich die
folgende Blockstruktur:

B I 0 0 0 0 O
I B I 0 0 0 O
0O I B I 0 0 O
Av=| 0 0 I B I 0 0
0O 0 0 I B I O
0O 0 0 0 I B I
0 00 0 0 I B
-4 1 0 0 0 0 O
1 -4 1 0 0 0 O
o 1 -4 1 0 0 O
B = o 0 1 -4 1 0 O
o o0 0 1 -4 1 O
o o0 o0 0 1 -4 1

o o o o0 o0 1 -4

Ap ist eine tridiagonale Block-Matrix. Dabei ist B selbst wieder eine (7 x 7)-Tridiagonal-
matrix, wihrend I die (7 x 7)-Einheitsmatrix ist. Die Matrix Ay hat offensichtlich eine
sehr spezielle Struktur. Man kann sie z. B. als eine Bandmatrix interpretieren.

4.4.14 Interpretation als Bandmatrix

Bei der Interpretation als Bandmatrix konnte man daran denken, das Eliminationsverfah-
ren an diese Form der Matrix anzupassen. Die Bandbreite von Ay wiére im vorliegenden

Fall
m=2n—1
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und der Rechenaufwand wire proportional zu
m’N = (2n — 1)°N ~ N?

Gegeniiber dem Rechenaufwand fiir eine vollbesetzte Matrix (~ N?) wire dies zwar schon
ein deutlicher Gewinn; fiir grole Werte von n ergibt sich aber trotzdem eine unakzeptable
Rechenzeit. Ein Nachteil der Interpretation als Bandmatrix ist, dal die inneren Nullen
durch dieses Verfahren nicht ausgenutzt werden. Sie fiillen sich innerhalb der Bandbreite
mit Werten # 0 auf.

4.4.15 Einfache Verfahren zur Lo6sung des diskreten linearen
Gleichungssystems

Zur Losung des bei der Diskretisierung der zweidimensionalen RWA entstandenen Glei-
chungssystems kann z.B. das GS-Verfahren oder auch das SOR-Verfahren eingesetzt wer-
den. Beide Verfahren lassen sich sehr einfach programmieren, wenn man in der Initia-
lisierungsphase neben der rechten Seite des Gleichungssystems in den inneren Punkten
des Gitters auch bereits die exakten Randwerte fiir die diskrete Naherungslosung abspei-
chert. Hingegen sollte man darauf verzichten, die Matrix des GLS abzuspeichern. Die
Gleichungen sehen in jedem Gitterpunkt gleich aus, und die Programmierung ist wesent-
lich leichter, wenn man sich Schleifen iiber die Unbekannten oder iiber die Gleichungen
im Innern des Gitters als Schleifen iiber die inneren Gitterpunkte vorstellt.

Die Aussagen zur Konvergenz dieser Verfahren fiir den eindimensionalen Fall in Ab-
schnitt 4.4.6 iibertragen sich direkt auf den zweidimensionalen Fall.

Das GauBlsche Eliminationsverfahren ist hier dem SOR-Verfahren bei grolen Anzahlen von
Unbekannten schon deutlich unterlegen (vgl. die Rechenzeiten in Tab. 1). Man beachte,
dass rund 1 Mio. Unbekannte im zweidimensionalen Fall bereits bei h = 1/1000 entstehen.

Zur Losung der bei der Diskretisierung von Randwertaufgaben entstehenden Gleichungs-
systeme konnen Verfahren wie Gauss-Seidel oder das SOR-Verfahren eingesetzt werden.
Sie sind aber meist nicht besonders effizient.

Es gibt viel schnellere iterative Verfahren, z.B. die sogenannten (iterativen) Mehrgitter-
verfahren, die selber wiederum Bausteine wie das Gauss-Seidel-Verfahren benutzen.

Noch schneller sind die sogenannten Full-Multigrid-Versionen der Mehrgitterverfahren,
die wiederum den direkten Verfahren zuzuordnen sind. Sie hier detailliert zu besprechen
wiirde jedoch den Rahmen dessen sprengen, was in der Schule moglich ist.

Dennoch haben wir bei den Programmen ein derartiges Full-Multigrid-Programm zu De-
monstrationszwecken beigefiigt (vgl. Abschnitt 5.2.8) Es zeigt, dass man mit effizienten
Algorithmen auch Gleichungssysteme mit Hunderttausenden von Unbekannten in Sekun-
denschnelle 16sen kann.



Kapitel 5

Unterrichtsmaterialien

5.1 Foliensatze

5.1.1 Foliensatz zu Anwendungen grofler Gleichungssysteme und
zur Motivation

Die Datei schnelle_loesung_gls_motivation.pdf enthélt einen einfithrenden Foliensatz, der
zwei Zielsetzungen verfolgt. Zum einen soll den Schiiler /innen ein Einblick in die vielfalti-
gen Anwendungsfelder gegeben werden, bei denen grofie Gleichungssysteme gelost werden
miissen. Das Beispiel der Wettervorhersage wird dabei etwas ausfiihrlicher behandelt.

Zum anderen soll auch deutlich gemacht werden, dass es viele unterschiedliche Verfah-
ren zum Losen grofler Gleichungssysteme gibt, die sich auch im Hinblick auf den Re-
chenaufwand und die Rechenzeiten um Gréflenordnungen unterscheiden. Gleich die Folie
Algorithmen versus Hardware veranschaulicht, dass es nicht nur auf Seiten der Infor-
matik (durch die Entwicklung immer schnellerer Computer), sondern auch auf Seiten
der Mathematik (durch die Entwicklung immer effizienterer Algorithmen) in den letzten
30 Jahren erhebliche Fortschritte gegeben hat, die gemeinsam dafiir sorgen, dass heute
standardméfig Problemstellungen gelost werden kénnen, die vor 30 Jahren noch riesige
Rechenzeiten benotigt hiatten. Diese Folie kann auch bei der Besprechung des Arbeits-
blattes Fortschritte durch Mathematik und Rechnerentwicklung in den letzten 30 Jahren
zum Einsatz kommen.

5.1.2 Foliensatz zur Einfiihrung in das Lésen grofier Gleichungs-
systeme

Die Datei schnelle_loesung_gls.pdf enthélt einen Foliensatz, der die wesentlichen mathema-
tischen Inhalte des vorliegenden Dokuments aufbereitet und der im Unterricht eingesetzt
werden kann.

Behandelt werden

43
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e das Gauflsche Eliminationsverfahren,

e Jacobi-, GauB-Seidel- und SOR-Verfahren als Beispiele fiir verschiedene einfache ite-
rative Verfahren (der Begriff eines iterativen Verfahrens wird dabei mit dem Heron-
Verfahren zur Wurzelberechnung eingefiihrt),

e der Ableitungsbegriff (Definition iiber Steigung der Tangente bzw. durch den Grenz-
wert des Differenzenquotienten),

e der Begriff der Differentialgleichung sowie

e die Diskretisierung von Randwertaufgaben, die direkt zu der Problemstellung grofier
Gleichungssysteme fiihrt.

5.2 Computerprogramme

Alle beigefiigten Computerprogramme sind in der Programmiersprache Python geschrie-
ben (Version 2.6.x oder 2.7.x). Python ist frei verfiighar und kann iiber die Web-Seite
www.python.org frei heruntergeladen werden. Dort finden sich auch entsprechende Tuto-
rials etc.

Python wurde mit dem Ziel entwickelt, das Programmieren fiir den Programmierer mog-
lichst einfach zu machen. Daher kann man Python mit relativ wenig Aufwand so weit
lernen, dass man alle in der Schule vorkommenden Algorithmen problemlos programmie-
ren kann. Wir haben dies mehrfach mit (heterogenen) Gruppen von Schiilerpraktikanten
der Klassen 9 - 13 erprobt und sehr gute Erfahrungen mit einer zwei- bis dreitdgigen
Einfithrung in Python gemacht.

Auf Wunsch konnen wir auch entsprechendes Material zur Verfiigung stellen.

Python ist nicht die schnellste Programmiersprache und nach unseren Erfahrungen in der
Ausfithrung etwa einen Faktor 30 langsamer als entsprechende optimierte C-Programme.
Der Aufwand, C oder eine vergleichbare Programmiersprache zu lernen oder einen kom-
plizierten Algorithmus in C zu programmieren, ist dafiir aber wesentlich hoher als bei
Python.

5.2.1 Computerprogramm: Rechenzeiten bei Determinanten-
berechnung nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz

Das Programm detcalc_entwicklungssatz_rechenzeiten.py berechnet die Determinanten von
n x n Matrizen (n = 1,...,10), die vorab mit Zufallszahlen zwischen 0 und 1 besetzt
werden, nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz. Die Rechenzeiten fiir die Berechnung
der Determinanten werden mit ausgegeben.

Mit diesem Programm kann der Lehrer demonstrieren oder die Schiiler/innen kénnen
selbst ausprobieren, wie dramatisch ein Rechenaufwand, der proportional zu n! ist, anwéchst.
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Eine typische Ausgabe des Programms kann dann folgendermafien aussehen:
n time det

1 0.000 0.903260
2 0.000 0.007563
3 0.000 0.127612
4 0.000 -0.012200
5 0.000 0.059021
6 0.015 0.024155
7 0.094 0.041348
8 0.453 -0.003574
9 4.016 0.008393
0

10 39.578  0.015875

Was wire fiir n=11 zu erwarten? Antwort: etwa 11 - 40 = 440 sec = 7 min; fiir n=12
entsprechend 12 - 7 min = 84 min!

Will man Determinanten von Matrizen mit n > 10 berechnen, beispielsweise, um dies zu
iiberpriifen, so reicht es im zweiten Befehl des Hauptprogramms

for n in range(1,11):

die Zahlen 1 und 11 zu dndern. Die 1 ist dann durch die erste Zahl zu ersetzen, die als
kleinste Dimension einer Matrix gewéhlt werden soll, die Zahl anstelle von 11 muss um 1
grofer gewéhlt werden als die Zahl, die als grofite Dimension gewahlt werden soll.

Will man also die Determinante einer 11 x 11-Matrix berechnen, so miisste dieser Befehl
lauten:
for n in range(11,12):

Danach speichert man das modifizierte Programm ab und kann es dann laufen lassen.

5.2.2 Computerprogramm: Rechenzeiten bei Determinanten-
berechnung durch Transformation auf Dreiecksgestalt

Das Computerprogramm detcalc_trafo_dreiecksmatriz_rechenzeiten.py berechnet die De-
terminanten von n x n Matrizen (n=1, ....,100), die vorab mit Zufallszahlen zwischen
0 und 1 besetzt werden, durch Transformation der Matrix auf Dreiecksgestalt und Pro-
duktbildung der entstehenden Diagonalelemente. Die Rechenzeiten fiir die Berechnung
der Determinanten werden mit ausgegeben.

Will man Determinanten noch gréferer Matrizen berechnen, reicht es im untenstehenden
Befehl

for n in range(1,101):
die Zahlen 1 und 101 zu dndern. Die 1 ist durch die erste Zahl zu ersetzen, die als kleinste
Dimension einer Matrix gewéhlt werden soll, die Zahl anstelle von 101 muss um 1 gréfer
gewihlt werden als die Zahl, die als grofite Dimension gewéhlt werden soll.

Mit diesem Programm kann der Lehrer demonstrieren oder die Schiiler/innen kénnen
selbst ausprobieren, wie ein Rechenaufwand, der proportional zu n? ist, anwichst: deutlich
langsamer als beim Programm, das im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde.
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Man beachte auch den ganz erheblichen Speicherplatzbedarf fiir die Matrix: Bei n =
1000 sind 1000 x 1000 = 1 Mio. Werte zu speichern. Das Programm stéfft dann aus
Speicherplatzgriinden irgendwann an seine Grenzen.

5.2.3 Computerprogramm zur Determinantenberechnung durch
Transformation auf Dreiecksgestalt

Das Computerprogramm detcalc.py berechnet die Determinante einer n x n-Matrix, wobei
die Koeffizienten der Matrix vom Benutzer eingegeben werden.

Mit diesem Programm konnen Lehrer und/oder Schiiler/innen die Determinante einer
gegebenen Matrix berechnen.

5.2.4 Computerprogramm zum Rechenzeitverhalten des Gauf3-
schen Eliminationsverfahrens bei der L6sung linearer
Gleichungssysteme

Das Computerprogramm gauss_elimination_rechenzeiten.py 16st lineare Gleichungssystem
von n Gleichungen mit n Unbekannten (n = 50,100, 150, ....,400), wobei die Koeffizien-
ten vorab mit Zufallszahlen zwischen 0 und 1 besetzt werden. Die Rechenzeiten fiir die
Losungen der Gleichungssysteme werden ausgegeben.

Will man noch gréflere Gleichungssysteme 16sen, reicht es im Befehl

for n in range(50,401,50):
die Zahlen 50, 401 und 50 zu &ndern. Die erste 50 ist durch die erste Zahl zu ersetzen, die
als kleinste Dimension einer Matrix gewéhlt werden soll, die Zahl anstelle von 401 muss
um 1 grofer gewihlt werden als die Zahl, die als grofite Dimension gewéahlt werden soll;
die zweite 50 stellt das Inkrement dar und kann nach Bedarf ebenfalls modifiziert werden.

Mit diesem Programm kann der Lehrer demonstrieren oder die Schiiler/innen koénnen
selbst ausprobieren, wie ein Rechenaufwand, der proportional zu n? ist, anwichst: deutlich
langsamer als beim Programm, das im vorangegangenen Abschnitt beschrieben wurde.

Man beachte den ganz erheblichen Speicherplatzbedarf fiir die Matrix: Bei n = 1000 sind
1000 x 1000 = 1 Mio. Werte zu speichern. Das Programm sto8t dann aus Speicherplatz-
griinden irgendwann an seine Grenzen.

5.2.5 Computerprogramm: Gaufisches Eliminationsverfahren zur
Losung eines linearen Gleichungssystems

Das Computerprogramm gauss_elimination_loesung_gls.py 16st ein lineares Gleichungssys-
tem von n Gleichungen mit n Unbekannten, wobei die Koeffizienten und die rechte Seite
des Gleichungssystems vom Benutzer eingegeben werden.

Mit diesem Programm kénnen Lehrer und/oder Schiiler/innen gegebene regulére lineare
Gleichungssysteme 16sen.
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5.2.6 Computerprogramm: Gauss-Seidel-Verfahren zur Lésung
(diagonaldominanter) linearer Gleichungssysteme

Das Computerprogramm gauss_seidel_iteration.py 16st ein (diagonaldominantes) lineares
Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Unbekannten, wobei die Koeffizienten und die
rechte Seite des Gleichungssystems vom Benutzer eingegeben werden.

Vor der Losungsphase analysiert das Programm, ob das starke Zeilensummenkriterium
erfiillt ist und gibt ggf. den Faktor aus, um den der Fehler pro Iterationsschritt min-
destens sinkt. Ist das Kriterium nicht erfiillt, weifit das Programm darauf hin, dass die
Konvergenz des Gauss-Seidel-Verfahrens nicht gesichert ist. Trotzdem kann das Gauss-
Seidel-Verfahren auch dann evtl. noch konvergieren. Es ist dann aber besonders wichtig,
zu priifen, ob das Residuum (der Defekt) auch hinreichend klein geworden ist.

Mit diesem Programm kénnen Lehrer und/oder Schiiler/innen gegebene (diagonaldomi-
nante) lineare Gleichungssysteme losen. Man kann mit ihm auch experimentell {iber-
priifen, wie stark die Diagonaldominanz des Gleichungssystems die Konvergenz des Ver-
fahrens tatsdchlich beeinflusst. Der Faktor, den das starke Zeilensummenkriterium als
obere Schranke fiir die Fehlerreduktion liefert, ist in vielen Féllen tatséchlich viel zu pes-
simistisch.

5.2.7 Computerprogramm: Gauss-Seidel- und SOR-Verfahren
zur numerischen Lésung der zweidimensionalen
Poissonschen Randwertaufgabe

Das Computerprogramm gs_sor_2d_poisson_rwa.py 16st die zweidimensionale Poissonsche
Randwertaufgabe auf dem Einheitsquadrat mit dem Gauss-Seidel- bzw. SOR-Verfahren.
Eingabeparameter sind

nint: die Anzahl der Intervalle in x- und y-Richtung

niter: die maximale Anzahl an Iterationsschritten

epsilon: die Genauigkeit, mit der das diskrete GLS gelost werden soll; die Iterationen
sollen abbrechen, sobald Defekt/Residuum kleiner oder gleich epsilon sind.

omega: Relaxationsparameter (0 < w < 2); w = 1 liefert das Gauss-Seidel-Verfahren

Dieses Programm kann fiir mehrere Zwecke eingesetzt werden:

e Die Schiiler/innen kénnen experimentell untersuchen, wie das Konvergenzverhalten
des Gauss-Seidel-Verfahrens von der Schrittweite h = 1/nint abhéngt, indem sie fiir
verschiedene Schrittweiten untersuchen, wieviele Iterationsschritte erforderlich sind,
um eine feste Genauigkeit (festes epsilon) zu erreichen.

e Die Schiiler /innen kénnen anhand des Programms erkennen, dass Residuum/Defekt
zwar bis in den Rundungsfehlerbereich sinken, der maximale Fehler im Vergleich zur
Losung der kontinuierlichen Randwertaufgabe, d.h. der durch die Diskretisierung
eingefithrte Modellfehler durch Vernachlédssigung des Grenziibergangs fiir h — 0,
aber vorher erreicht wird.
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e Die Schiiler/innen kénnen experimentell ermitteln, wie dieser Diskretisierungsfehler
von der Schrittweite h = 1/nint abhéngt.

e Die Schiiler/innen koénnen experimentell ermitteln, fiir welche Werte des Relaxa-
tionsparameters w das Verfahren die schnellste Fehlerreduktion liefert. Sie kénnen
auch erkennen, dass dieses optimale w von der Schrittweite A = 1/nint abhéngt.

5.2.8 Computerprogramm: Full-Multigrid-Verfahren zur
numerischen Losung der zweidimensionalen Poissonschen
Randwertaufgabe

Das Computerprogramm full_multigrid_2d_poisson_rwa.py 16st die zweidimensionale Pois-
sonsche Randwertaufgabe auf dem Einheitsquadrat mit einem Full-Multigrid-Verfahren.
Dieses Programm startet auf einem groben Gitter bestehend aus 2 x 2 Intervallen (d.h.
3 x 3 Gitterpunkten)und geht dann sukzessiv auf immer feinere Gitter iiber, bis ein Gitter
mit 1024 x 1024 Intervallen (d.h. 1025 x 1025 = 1050625 Gitterpunkten) erreicht ist. Auf
jedem Gitter wird der Fehler der auf diesem Gitter berechneten Néherungslosung sowie
die zur Berechnung benétigte Zeit ausgegeben.

Dieses Programm demonstriert eindrucksvoll, wie effizient dieses Mehrgitterverfahren im
Vergleich zu Gauss-Seidel- oder auch SOR-Verfahren ist (vgl. Abschnitt 5.2.7).

Man kann auch erkennen, dass die Rechenzeit beim Ubergang auf ein feineres Gitter um
nicht mehr als den Faktor 4 wichst, um den auch die Anzahl der Unbekannten steigt.
Ferner kann man wieder ersehen, dass der durch die Diskretisierung bedingte Fehler bei
einem Ubergang auf ein Gitter mit halber Schrittweite um den Faktor 4 sinkt.

5.3 Arbeitsblatter



Arbeitsblatt: Grofle Gleichungssysteme und Wettervorhersage

In der Meteorologie werden sehr leistungsfahige Computer eingesetzt, um das Wetter der kom-
menden Tage zu berechnen. Dabei geht man in einzelnen kurzen Zeitschritten voran. Insgesamt
werden heute fiir eine 10-tédgige-Wettervorhersage rund 6500 Zeitschritte bendtigt. In jedem
Zeitschritt ist neben vielen anderen Berechnungen auch jeweils ein Gleichungssystem bestehend
aus 16 Mio. Gleichungen mit 16 Mio. Unbekannten zu l6sen.

Fiir die Losung von Gleichungssystemen steht heute eine Vielzahl verschiedener Verfahren zur
Verfiigung. Tab. 1 zeigt zwei Eigenschaften einiger bekannter Verfahren fiir Probleme, wie sie bei
der Wettervorhersage auftreten: die erforderliche Anzahl an Rechenoperationen in Abhéngigkeit
von den Unbekannten sowie die Rechenzeit fiir die Losung eines Gleichungssystems mit rund 1
Mio. Unbekannten. So ist beispielsweise der Rechenaufwand des Gauflschen Eliminationsverfah-
rens hier proportional zum Quadrat der Anzahl N der Unbekannten, der des SOR-Verfahrens
proportional zu N'* = N - v/N und der eines Mehrgitterverfahrens proportional zu N.

Dies bedeutet beispielsweise: Lost man mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren ein 3-mal so
grofies Gleichungssystem wie in der Tabelle, so ist die erforderliche Rechenzeit 32 = 9 mal so
hoch (d.h. 9 - 14h = 126h), denn der Rechenaufwand wéchst proportional zum Quadrat der
Anzahl der Unbekannten.

’ Verfahren H Anzahl der Rechenoperationen \ Rechenzeit ‘
GauBlsches
Eliminationsverfahren ~ N? 14 h

fiir Bandmatrizen

Uberrelaxationsverfahren,
SOR-Verfahren (1960)
Mehrgitter-Verfahren (1980) ~ N 1 sec

~ N1 5 min

Tabelle 1: Rechenaufwand verschiedener Verfahren und zugehorige Rechenzeiten bei der Losung
eines Gleichungssystems mit rund 1 Million Unbekannten auf einem normalen PC.

Aufgaben:
1. Wie lang ist ein Zeitschritt bei einer 10-Tage-Wetterprognose?

2. Wie lange brauchen die in Tab. 1 angegebenen Verfahren zur Losung eines Glei-
chungssystems mit
a) 2 Mio. b) 4 Mio. c¢) 8 Mio. d) 16 Mio. Unbekannten?
Beachte dabei, dass die Rechenzeiten bei allen angegebenen Verfahren aufler dem
Mehrgitterverfahren schneller wachsen als die Anzahl der Unbekannten.
(Zur Kontrolle bei d): GauB-Verfahren rund 5 Monate, SOR-Verfahren iiber 5 Stun-
den, Mehrgitter-Verfahren 16 sec)
Was fallt dir auf, wenn du das Anwachsen der Rechenzeiten fiir die verschiedenen
Verfahren miteinander vergleichst?

3. Wie lange wiirde ein handelsiiblicher PC allein zur Losung der in einer 10-tdgigen
Wettervorhersage auftauchenden Gleichungssysteme benotigen, wenn
a) das SOR-Verfahren b) das Mehrgitter-Verfahren
eingesetzt wiirde? Benutze die Kontrollangaben in der vorherigen Aufgabe.
Interpretiere die Ergebnisse.
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Arbeitsblatt: Grofle Gleichungssysteme und Wettervorhersage

L6sungen:

1. Die Lénge eines Zeitschritts betréagt

10 Tage 10 -24 - 3600 sec
6500 6500

~ 132 sec ,

also etwas iiber 2 Minuten.

2. a) Gauss: 22 .14 h = 56 h, also {iber 2 Tage

SOR: 2-4/2 - 5min &~ 14 min
Mehrgitter: 2 -1 sec = 2 sec

b) Gauss: 4% .14 h = 224 h, also iiber 9 Tage
SOR: 4-+/4 - 5min = 40 min
Mehrgitter: 4 -1 sec = 4 sec

c) Gauss: 82.14 h = 896 h, also iiber 37 Tage
SOR: 8-+/8 - 5min ~ 113 min
Mehrgitter: 8 -1 sec = 8 sec

d) Gauss: 16% - 14 h = 3584 h, also iiber 149 Tage (etwa 5 Monate!)
SOR: 16 - v/16 - 5 min = 320 min

Mehrgitter: 16 - 1 sec = 16 sec

Beim Vergleich der Rechenzeiten fallt auf, dass der Unterschied zwischen den ein-
zelnen Verfahren immer grofier wird. Bei 16 Mio. Unbekannten benotigt das Gauss-
Verfahren nahezu 5 Monate Rechenzeit im Vergleich zu lediglich 16 sec beim Mehrgitter-
Verfahren. Das SOR-Verfahren liegt mit 320 min noch in einem ertréglichen Bereich,

ist aber um einen Faktor 1200 langsamer als das Mehrgitter-Verfahren.

3. a) SOR: 6500 - 320 min = 2080000 min ~ 34666 h ~ 1444 Tage ~ 4 Jahre
bzw. bei Verwendung der Kontrollangaben:
6500 - 320 min = 1950000 min =~ 32500 h ~ 1354 Tage ~ 3,7 Jahre ~ 3 Jahre 8
Monate
b) Mehrgitter: 6500 - 16 sec = 104000 sec ~ 1733 min ~ 29 h

Selbst das Mehrgitter-Verfahren benotigt auf einem handelsiiblichen PC mehr als
einen Tag, um allein die in der 10-Tages-Wettersimulation auftretenden Gleichungs-
systeme zu 16sen. Da in der Praxis aber wesentlich leistungsfiahigere Hochleistungs-
rechner eingesetzt werden, sind die auftretenden Berechnungen heute in akzepta-
bler Zeit moglich, wenn optimale Verfahren eingesetzt werden. Die Rechenzeiten
des SOR-Verfahrens sind im Vergleich dazu noch viel zu hoch.



Arbeitsblatt: Fortschritte durch Mathematik und
Rechnerentwicklung in den letzten 30 Jahren

Abb. 1 zeigt anhand eines konkreten Beispiels die Fortschritte bei der Losung grofler
Gleichungssysteme, die in 25 Jahren einerseits durch die Angewandte Mathematik in
Form immer schnellerer Algorithmen (Rechenverfahren), andererseits durch immer schnel-
lere Rechner erreicht worden sind. Das zugrundeliegende Beispiel ist ein Gleichungssys-
tem mit weit mehr als einer Million Unbekannten, das bei der numerischen Losung der
Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung auftritt.

Algorithmen

1980 Computer 2000 2005
1980 .. 200.000 sec 50 sec
Faktor
4000
Faktor
20000
2000 ..
Multiarid
0,01
2005 10 sec f

seC

Abbildung 1: Kleinere Rechenzeiten durch Mathematik und durch schnellere Computer.

Aufgaben:

1. Was ist auf der horizontalen Achse (d.h. der z-Achse), was auf der vertikalen Achse
aufgetragen? Worin unterscheiden sich beide Achsen?

2. Wie lange dauerte die Losung des der Abbildung zugrundeliegenden Gleichungs-
systems 1980 auf dem damals schnellsten Rechner und mit den damals bekannten
Algorithmen?

3. Wie lange dauert die Losung dieses Problems auf dem 2005 schnellsten Rechner bei
Verwendung der 1980 bekannten Algorithmen?

4. Wie lange wiirde die Losung des Problems auf dem Rechner von 1980 mit den 2005

bekannten Algorithmen dauern?

. Wie lange dauert die Losung des Problems mit den Algorithmen und Rechnern von

20057

. Vergleiche die Beschleunigungsfaktoren auf der Seite der Mathematik und auf der

Seite der Rechnerentwicklung.

Welche Rechenzeit konnte man erwarten, wenn man die Rechenzeit von 1980 durch
das Produkt der Beschleunigungsfaktoren durch Algorithmen und Rechnerentwick-
lung dividiert? Was fallt dir auf?



Unterrichtsmaterialien 52

Arbeitsblatt: Fortschritte durch Mathematik und Rechnerentwicklung Infos
fiir Lehrkrifte: Die Datei schnelle_loesung_gls-motivation.pdf enthélt einen Foliensatz
mit der Folie Algorithmen versus Hardware, die bei der Besprechung dieses Arbeitsblattes
verwendet werden kann (vgl. Abschnitt 5.1.1).

Losungen:

1. Sowohl die horizontale als auch die vertikale Achse sind Achsen, auf denen die
Zeit aufgetragen ist. Die horizontale Achse beschreibt Fortschritte durch schnellere
Computer, die vertikale Fortschritte durch schnellere Algorithmen.

2. 1980 dauerte die Losung des GLS 200.000 sec =~ 55 h.

3. Auf dem 2005 schnellsten Rechner dauert die Losung mit den im Jahr 1980 schnells-
ten bekannten Algorithmen 50 sec.

4. Auf dem Rechner von 1980 wiirde die Losung des GLS mit dem 2005 schnellsten
Verfahren 10 sec dauern.

5. Heute ist das Problem in 0,01 sec losbar.

6. Der Beschleunigungsfaktor durch die Mathematik betrégt fiir dieses Beispiel 20.000,
der durch die Computerentwicklung 4.000. Die Beschleunigung durch die Mathema-
tik ist daher fiir das vorliegende Beispiel um einen Faktor 4 grofler.

7. Multipliziert man die beiden Faktoren 4.000 und 20.000, so erhélt man das Produkt
80.000.000 .
200.000 sec : 80.000.000 = 0.0025 sec. Man konnte also eine um einen Faktor 4 nied-
rigere Rechenzeit erwarten, wenn die Beschleunigung von Algorithmen und Rech-
nerentwicklung unabhéngig voneinander wére.

Zusatzinfo fiir Lehrer: Tatsdchlich ist die Effizienz der modernen Algorithmen auf den
alten, langsamen Rechnern hoher als auf den schnelleren modernen Computern, d.h. mo-
derne Computer konnen die schnellen Algorithmen weniger optimal abarbeiten: Da diese
Algorithmen sehr wenig Rechenoperationen benotigen, ist der Zugriff auf Daten im Spei-
cher auf modernen Rechnern mit ihren leistungsfahigen Prozessoren wesentlich problema-
tischer als auf den alten Rechnern mit wesentlich langsameren Prozessoren. Trotzdem ist
die Rechenzeit von modernen Algorithmen auf modernen Computern in diesem Beispiel
natiirlich immer noch um einen Faktor 5000 kleiner als die der Algorithmen von 1980
(0,01 sec im Vergleich zu 50 sec).




Arbeitsblatt: Gaulisches Eliminationsverfahren

Aufgabe 1: Schau dir die folgenden Gleichungssysteme genau an und l6se sie, indem du
mit der jeweils letzten Gleichung beginnst.

(a) bry —x9 = 4 (b) 3y —4xy +5x3 = -3 (¢) x1—xg—ax3+x4=1
41’2 = 8 31‘2—21’3 = 4 IL‘2+CL’3+ZL’4:8

51’3 = 5 ZL’3—ZL’4:2

.734:5

(d) Warum ist die Losung dieser Gleichungssysteme einfach?

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist eine Methode zur Losung von Gleichungssyste-
men, bei der die Gleichungssysteme zunéchst in die Form umgewandelt werden, die bei
allen Gleichungssystemen aus Aufgabe 1 vorliegt: In der letzten Gleichung kommt nur die
letzte Unbekannte vor, in der vorletzten Gleichung nur die beiden letzten Unbekannten
usw., denn dann kann man das Gleichungssystem einfach l6sen. Zu einer solchen Form
kommt man, indem man geeignete Vielfache der ersten Gleichungen zu den anderen Glei-
chungen addiert.

Beispiel: Wir betrachten das Gleichungssystem

51’1 -+ 2[E2 + X3 = 1
25[}1 + 4.1'2 + 2%3 = 6
I +  Z9 -+ 4(133 = 3

Um in der zweiten Gleichung die erste Unbekannte zu eliminieren, addieren wir das (—%)—

fache der ersten Gleichung zur zweiten Gleichung. Ganz entsprechend addieren wir zur
dritten Gleichung das —(%)—fache der ersten Gleichung. Damit erhalten wir das Glei-

chungssystem

5$1 + 21’2 + xT3 = 1
Loy 4ty = 2
Jetzt stort nur noch die Unbekannte z5 in der letzten Gleichung. Um auch diese noch zu
eliminieren, addieren wir das (—2 : 22)-fache der zweiten Gleichung zur dritten Gleichung
((=2: %) =(—5)). So erhalten wir die Zielform
Sv1 + 2wy + a3 1
oy + fny = %
203 = g

Aufgabe 2:
(a) Rechne dieses Beispiel im Detail nach.
(b) Lose das entstandene Gleichungssystem, indem du mit der letzten Gleichung beginnst.

Aufgabe 3: Gehe wie im Beispiel vor und 16se die folgenden Gleichungssysteme:

(a) o1 +2x9 = 5 (b) 1 +3z3+2x3 = 6 () 2xq +2x9+ 53 = 21
T+ 41’2 =9 21‘1 + 71‘2 — 2$3 =7 4$1 + 5&72 — 21133 =
31’1 + 81’2 — 4.1'3 = 7 6331 + 9332 — 51’3 = 9

co
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Arbeitsblatt: Gau3sches Eliminationsverfahren
Infos fiir Lehrkrifte:

Dieses Arbeitsblatt soll dazu dienen, dass sich Schiiler/innen der Oberstufe selbstindig
das Gauflsche Eliminationsverfahren erarbeiten.

Aufgabe 1 dient dazu, zu erkennen, dass Gleichungssysteme, die bereits in Dreiecksgestalt
vorliegen, direkt und einfach gelost werden konnen. Diese Erkenntnis macht man sich dann
im Gaufschen Eliminationsverfahren zunutze, indem man ein gegebenes Gleichungssystem
in diese Dreiecksgestalt bringt.

Dieser erste Teilschritt des Gauflschen Eliminationsverfahrens wird dann anhand eines
Beispiels eingefiihrt. Um das Vorgehen einheitlich zu beschreiben, haben wir uns dabei
darauf beschréankt, lediglich Vielfache von Gleichungen zu anderen Gleichungen zu addie-
ren.

Es ist moglich, dass dieses Beispiel allein nicht ausreicht, um schwécheren Schiilerinnen
und Schiilern das Gaufische Eliminationsverfahren hinreichend zu erklaren. Fiir diesen Fall
sollte man Aufgabe 2(a) gemeinsam an der Tafel berechnen, bevor sich die Schiiler/innen
mit Aufgabe 3 beschiéftigen. Erfahrungsgeméfl sollte man dabei Wert darauf legen, detail-
liert zu beschreiben, wie man die Faktoren, mit denen man eine zu addierende Gleichung
multipliziert, um eine neue 0 im Gleichungssystem zu erzeugen, (im Beispiel auf dem

Arbeitsblatt die Zahlen —%, —%, —13—6) bestimmt.

Man beachte, dass sich durch das hier beschriebene Vorgehen (Addieren von Vielfachen
einer Gleichung zu anderen Gleichungen) der Wert der Determinante der Matrix, die das
Gleichungssystem beschreibt, nicht &ndert. Die Berechnung der Determinante fillt also als
Nebenprodukt des Verfahrens mit ab. Die Lehrkraft kann dies als zusétzliche Information
in den Unterricht einbringen. Dies bedeutet fiir das auf dem Arbeitsblatt angegebene
Beispiel:

5 2 1
5 2 1 s 16 7
1 14 0 0 %
Losungen der Aufgaben:
Aufgabe 1:
(a) \
bri—x9 = 4 - T, = % — g
4ZE2 = 8 To = 2

(b)

3x1 — 4xy + S5r3 = -3 T, = 73+4:§275x3 -0

3Ty — 223 = 4 = {EQZ%ZQ
()
$1—$2—$3+£IZ’4:1 %1:14-33'24—%3—334:—1
To+ T3+ x4 =28 N To=8—x3—x4=—4
ZL’3—CL’4:2 ZL‘3:2+J]4:7

1‘4:5 274:5
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(d) Die Gleichungssysteme haben alle Dreiecksgestalt: In der letzten Gleichung kommt nur
die letzte Unbekannte vor, in der vorletzten Gleichung nur die beiden letzten Unbekannten

USW.

Aufgabe 2:
(a) trivial
(b) Aus

folgt sofort
T3
o)
Iy

Aufgabe 3:
(a)

1 + 229
x1 + 4z9

(b)

T1 + 3x9 + 223 =06
201 + Txo — 223 =7
31 +8x9 —4dx3 =7

()

2x1 4+ 2x9 + Sx3=21
4x1 + dxo — 2x3= 8
6$1 + 9332 — 5333: 9

};x
}é

51 + 219 + 3 1
Yoo + fo = 2
53 = 4
1
2
8 5 (28 4 5 24 3
_Ex?’):l_ﬁ(?_g):l_ 5 2

.291:1
To =2

ol
9

1+ 229 =25
2rx9 =4

1+ 3x2+2x3= 6 1+ 3x2+223= 6 z1 =1

To — b6xr3= —5H }:> To —b6xr3= —5 = xo=1

—x9 — 10x3=—11 —16x3=—-16 3 =1
2x1 4 2x0 + dx3= 21 2x1 + 229 4+ 5x3= 21 1 =1
To — 1223 =—-34 = To — 1203=—-34 = To =2
31‘2 - 20333: —54 16:63: 48 r3 = 3



Arbeitsblatt: Jacobi-Verfahren

In der Praxis treten héufig sehr grofle Gleichungssysteme auf (mehrere Millionen von Unbekann-
ten), die eine spezielle Struktur haben, d.h. in jeder einzelnen Gleichung treten nur relativ wenige
Unbekannte auf. In solchen Fillen sind iterative Losungsverfahren eine interessante Alternati-
ve. Bei ihnen startet man mit irgendeiner Startnéherung fiir die Unbekannten (im Zweifelsfall
nimmt man an, dass alle Unbekannten 0 sind) und reduziert den Fehler sukzessiv durch eine
geeignete Iterationsvorschrift. Ein sehr einfaches iteratives Verfahren ist das Jacobi-Verfahren.

Wir betrachten ein beliebiges Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten:

a11x1 + a12x2 + a13r3 = by
a21x1 + a2 + a3r3 = b

as1r1 + azxs + azzrs = b3
Gilt a;; # 0 fur alle @ (i = 1,2, 3), so konnen wir jeweils die i-te Gleichung nach z; auflésen:

(b1 — ar12x2 — a1373)/an
xy = (b2 — ag171 — agsx3)/axn
(

b3 — az1x1 — asexa)/ass .

r1

r3 =

Sind Startndherungen xgo), xéo) und x:(go)

(1 (1) (

1
rungen rj ', Ty und s ) berechnen:

gegeben, so konnen wir hieraus wie folgt neue Néhe-

xgl) = (b — a12$§0) - a13x:(50))/a11
xél) = (b — azlxgo) - 02353;0))/“22
2V = (b — azal”) — azal”) fazs .

Dies ist der erste Schritt des Jacobi-Verfahren, das sich bei 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten
allgemein schreiben ldsst als

xgn—i-l) = (bl — algxgn) — algwgn))/au
fL'ng_l) = (bg — a21$§n) — a23$gn))/a22
Lt (bs — (n) _ (n) o
3 = (b3 —asiz; asaxs ' )/as3 mit n=20,1,2,3,...
Aufgabe 1: Fiihre beginnend mit der Startniherung xgo) = acéo) = $i(>)0) = (0 zwei Iterations-

schritte des Jacobi-Verfahrens aus, um eine Ndherungslosung des Gleichungssystems

10$1 + Tro — I3 — 11
—x1+ 1029 +23 = 20
1 —x9+ 1023 = 9

zu berechnen. Vergleiche die berechneten Naherungen mit der exakten Losung x1 = 1, xo = 2,
xr3 = 1.

Aufgabe 2:
(a) Begriinde, weshalb die Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens fiir das Gleichungssystem

_ (n+1) _ .
Wz 2y = 1 folgendermafen lautet: :c%n 1) = (- (n))/ 10
1+ 10z = 10 T = (10—=y")/10 .

(b) Fiihre ausgehend von der Startnéherung .,”Ugo) = iL‘gO) = 0 vier Schritte des Jacobi-Verfahrens
durch. Vergleiche mit der exakten Losung x1 = 0 und 22 = 1.
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Arbeitsblatt: Jacobi-Verfahren

Infos fiir Lehrkrifte:

Mit diesem Arbeitsblatt sollen sich die Schiiler/innen selbsténdig das Jacobi-Verfahren
erarbeiten.

Bei der Bearbeitung der Aufgaben ist denkbar, dass einige Schiiler/innen berechnete neue
(n

™) direkt in die Verfahrensvorschrift einsetzen, obwohl dort beim Jacobi-
Verfahren noch die alten Ndherungen xE”) stehen. Geschieht dies systematisch, so haben
diese Schiiler/innen das Gauss-Seidel-Verfahren “entdeckt”, das im vorliegenden Fall (und
in vielen anderen Féllen) schneller als das Jacobi-Verfahren konvergiert. Dies kann man
natiirlich im Unterricht aufgreifen und so das Gauss-Seidel-Verfahren einfithren. Man soll-

te aber deutlich machen, dass es sich um zwei verschiedene Losungsverfahren handelt.

Néherungen x

Losungen der Aufgaben:

Aufgabe 1: Die Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens lautet fiir unser Gleichungs-
system:

M = 11 =2 4+ 2{M) /10

2 =20 4+ 2 — 2{") /10

2 = 9 — 2 4 210 mit n =0,1,2,3,...
Setzen wir die Startndherung x§0> = xéo) = xéo) = 0 in diese Verfahrensvorschrift ein, so

erhalten wir:

AV = (11-0+0)/10=1,1
2 = (2040-0)/10 =2
2V = (9-0+0)/10=0,9

sowie

2% = (11-240,9)/10 = 0,99
2P = (20+1,1-0,9)/10 = 2,02
2P = (9-1,1+2)/10=0,99 .

Die berechnete N&herung ist schon nach zwei Schritten des Jacobi-Verfahrens ziemlich
gut. Nach einem Schritt des Verfahrens weichen die Ndherungen fiir 1 und z3 um 0,1
von der exakten Losung ab, zs ist exakt. Bei der Startndherung hatten die Abweichungen
noch bei 1 bzw. 2 gelegen; die maximale Abweichung von der exakten Losung hat sich
also im ersten Iterationsschritt um einen Faktor 20 verringert. Nach zwei Schritten liegen
die Abweichungen von x; und x5 nur noch bei 0,01; die Abweichung von x5 betrégt 0,02.
Die maximale Abweichung hat sich also im zweiten Iterationsschritt von 0,1 auf 0,02 und
somit um einen Faktor 5 verringert.
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Aufgabe 2
(a) Hier sind (mindestens) zwei Begriindungen plausibel: (b)

1. Man kann wie auf dem Aufgabenblatt vorgehen und die erste Gleichung nach
x1 sowie die zweite Gleichung nach z, auflésen und dann eine neue Naherung
berechnen, indem man auf den erhaltenen rechten Seiten die alte Nadherung
einsetzt.

2. Man kann zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten als Sonderfall von drei
Gleichungen mit drei Unbekannten betrachten und direkt die auf dem Ar-
beitsblatt beschriebene Iterationsvorschrift fiir x; und x» anwenden und dabei
a1z = asz = 0 setzen.

Beginnen wir mit der Startndherung x§°) = xéo) = 0, so erhalten wir

(5’71 7332> = ( )
(@i",2") = (0,1;0)
(@”,28) = (0;0,99)
(@,2d) = (107%0)
@Y,z = (0;1-107") .

Untersuchen wir die maximalen Abweichungen der berechneten Néherungen von der
exakten Losung des Gleichungssystems, so stellen wir fest, dass sie sich pro Iterati-
onsschritt jeweils um einen Faktor 10 reduzieren.



Arbeitsblatt: Gauss-Seidel-Verfahren

Wir haben am Beispiel des Jacobi-Verfahrens ein erstes iteratives Verfahren zur Losung
eines gegebenen Gleichungssystems kennengelernt. Fiir das Gleichungssystem

1171 + a12%2 + a13T3 = by
9171 + G992 + 23T3 = by

a31%1 + a2 + azzxrz = b

lautet das Jacobi-Verfahren

§n+1) (bl — algﬂfgn) — (1,135(,’:(3n))/a11
g (b2 — ama” — aza") faz
xén+1) _ (bg . a3137§n) . &322"[,'&”))/(1/33 mit n = O, 17 2, 3, R

Hierbei haben wir vorausgesetzt, dass a1, ase und agz ungleich 0 sind.

(n+1) +1

Werden in dieser Iterationsvorschrift zur Berechnung von z, und xé" ) nicht nur
Werte xg") und xén), sondern - soweit bereits verfiighar - die neuen, gerade berechneten

Werte xY"H) und xénﬂ) eingesetzt, so erhdlt man das Gauss-Seidel-Verfahren:

$§n+1) = (bl — a12$gn) — algl‘:())n))/au

xgn+1) (b2 o a21x§-n+1) o a/23x§n))/a22

ménH) = (bs— a31x§”“) — aggxénﬂ))/agi; mitn=20,1,2,3,...
Aufgabe 1: Fiihre beginnend mit der Startndherung x§°’ = :Béo) = (L‘éo) = 0 zwei Itera-

tionsschritte des Gauss-Seidel-Verfahrens aus, um eine Néherungslosung des Gleichungs-
systems

10371 + Ty — T3 = 11
-1 + 101’2 +x3 = 20
Tr1 — Ty + 1OZE3 = 9

zu berechnen. Vergleiche die berechneten N&herungen mit der exakten Losung z; = 1,
xo =2, v3 = 1 (und mit den beim Jacobi-Verfahren berechneten Néherungen).

Aufgabe 2:
(a) Begriinde, weshalb die Iterationsvorschrift des Gauss-Seidel-Verfahrens fiir das Glei-
chungssystem

(n+1) (n)
10z +29 = 1 T4 = (1—-=,")/10
folgendermaflen lautet:
o+ 100 = 10 & Y = (10— 210

(b) Fiithre ausgehend von der Startnidherung xgo) = xgo) = 0 vier Schritte des Gauss-

Seidel-Verfahrens durch. Vergleiche mit der exakten Losung 1 = 0 und z3 = 1 (und
mit den beim Jacobi-Verfahren berechneten Naherungen).
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Arbeitsblatt: Gauss-Seidel-Verfahren

Infos fiir Lehrkrifte:

Mit diesem Arbeitsblatt sollen sich die Schiiler /innen selbsténdig das Gauss-Seidel-Verfahren
erarbeiten. Die Kenntnis des Jacobi-Verfahrens wird hierbei vorausgesetzt.

Losungen der Aufgaben:

Aufgabe 1: Die Iterationsvorschrift des Gauss-Seidel-Verfahrens lautet fiir unser Glei-
chungssystem:

M= 11— 2 4+ 2{M) /10
mgnﬂ) = (20 + xﬁ"*” — a:én))/lo

2 = (9= MY 42y 10 mit n =0,1,2,3,...
Setzen wir die Startndherung x§0> = a:éo) = xéo) = 0 in diese Verfahrensvorschrift ein, so

erhalten wir:

AV = (11-040)/10=1,1
2V = (2041,1-0)/10=2,11
2 = (9-1,1+42,11)/10 = 1,001

sowie

% = (11-2,11+1,001)/10 = 0,9891
2% = (20+0,9891 — 1,001)/10 = 1,998
2% = (9—0,9891 + 1,998)/10 = 1,00089 .

Auch beim Gauss-Seidel-Verfahren ist die berechnete Naherung in diesem Beispiel schon
nach zwei Schritten ziemlich gut. Nach einem Schritt des Verfahrens weicht die Ndherung
fiir 1 um 0,1, fiir x5 um 0,11 und fiir 3 um 0,001 von der exakten Losung ab. Nach zwei
Schritten liegt die Abweichung von z; bei 0,0109, die von x5 bei 0,002 und die von 3 bei
0,00089. Mit Ausnahme von z; sind die Abweichungen von den exakten Werten deutlich
kleiner als beim Jacobi-Verfahren. Auch der nachste Wert fiir ; wird beim Gauss-Seidel-
Verfahren deutlich besser sein als beim Jacobi-Verfahren, weil hier nur die (besseren)
aktuellen Naherungswerte fiir x5 und x3 benutzt werden. Zum Vergleich:
Gauss-Seidel-Verfahren: chg) = 1,000289; Abweichung vom exakten Wert ~ 3 - 10~*

Jacobi-Verfahren: x§3) = 0,997; Abweichung vom exakten Wert ~ 3 - 1073
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Aufgabe 2
(a) Hier sind (mindestens) zwei Begriindungen plausibel: (b)

1. Man kann wie auf dem Aufgabenblatt vorgehen und die erste Gleichung nach
x1 sowie die zweite Gleichung nach z, auflésen und dann eine neue Naherung
berechnen, indem man auf den erhaltenen rechten Seiten die alte Nadherung
einsetzt.

2. Man kann zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten als Sonderfall von drei
Gleichungen mit drei Unbekannten betrachten und direkt die auf dem Ar-
beitsblatt beschriebene Iterationsvorschrift fiir x; und x» anwenden und dabei
a1z = asz = 0 setzen.

Beginnen wir mit der Startndherung xgo) = xéo) = 0, so erhalten wir beim Gauss-
Seidel-Verfahren

(@”,25") = (0.,0)

@ 28 = (0.1,0.99)

P, 2%y = (107%,1- 107"
(24", 25) = (107°,1-107)
M, 2y = 1077,1-107%) .

Untersuchen wir die maximalen Abweichungen der berechneten Ndaherungen von der
exakten Losung des Gleichungssystems, so stellen wir fest, dass sie sich pro Iterations-
schritt jeweils um einen Faktor 100 reduzieren. Damit konvergiert das Gauss-Seidel-
Verfahren in diesem Beispiel deutlich schneller als das Jacobi-Verfahren, bei dem
lediglich eine Fehlerreduktion um den Faktor 10 pro Iterationsschritt zu verzeichnen
war.



Arbeitsblatt: Defekt einer Nidherungslésung

Wir haben mit dem Jacobi-Verfahren und/oder dem Gauss-Seidel-Verfahren iterative Ver-
fahren zur Losung eines gegebenen Gleichungssystems (GLS) kennengelernt. Fiir iterative
Verfahren ist aber typisch, dass sie nur fiir bestimmte Klassen von GLS gegen die rich-
tige Losung des GLS konvergieren. In anderen Fallen kommen sie der Lésung des GLS
iiberhaupt nicht ndher oder sie entfernen sich sogar davon. Da die exakte Losung des
GLS im Allgemeinen nicht bekannt ist, ist folgende Frage bei iterativen Verfahren von
grundsétzlichem Interesse: Wie kann ich feststellen, ob meine Folge von Naherungswerten
fiir die Unbekannten gegen die Losung des GLS strebt?

Um festzustellen, wie gut die aktuelle Naherungslosung das Gleichungssystem erfiillt, kann
man fiir jede Gleichung den sogenannten Defekt berechnen, indem man von der rechten
Seite jeder Gleichung die linke Seite subtrahiert und hierbei fiir die Unbekannten die ak-
tuellen Naherungen einsetzt.

Beispiel: Nehmen wir an, wir haben fiir das 3 x 3-GLS

1171 + a2 + a1373 = by
9171 + G99T2 + 23T3 = by

a31%1 + azaT2 + azzxrz = b

Niherungen 2", 2" und 2" berechnet. Dann lauten die Defekte:
dgn—H) = bl — (a11$§n+1) + algl’g 2 + aq l‘(n+1))
dgn+1) = bg — (amxgml) + CLQQQJg 1 + 923 SL’:(gnJrl))
dénH) = by — (a31x§”“) + ass x( Yt ag x(”+1)) )

Aufgabe 1:

(a) Beim GLS
101‘1 +x9 = 1

1+ 101’2 = 10
sind die ersten Ndherungen des Gauss-Seidel-Verfahrens fiir die Unbekannten

0) ,.(0)

(@”,2") = (0,0)

(", 28") = (0.1,0.99)

(o, 05”) = (107, 1-107")
(@, 2)) = (107°,1-107F) .

Berechne die Defekte dgk) und dék) fiir £ =0,1,2,3. Was fallt dir auf?

(b) Begriinde, warum der Defekt ein sinnvolles Mittel ist, um festzustellen, ob ein itera-
tives Verfahren gegen die Losung eines GLS konvergiert.

(c) Kann man aus der Kenntnis iiber den Defekt eine quantitative Aussage iiber die
Grofle des Fehlers machen?
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Arbeitsblatt: Defekt einer Nidherungslésung
Infos fiir Lehrkrifte:

Mit diesem Arbeitsblatt sollen sich die Schiiler/innen selbstandig den Begriff des Defek-
tes einer Naherungslosung bei der Losung eines GLS erarbeiten. Die Kenntnis des Jacobi-
und/oder Gauss-Seidel-Verfahrens wird hierbei vorausgesetzt.

Losungen der Aufgaben:
Aufgabe 1:
(a) Die Defekte lauten

d"Y = 1= (020 2y tY)
dén—H) - 10— (x(ln—I—l) + 10[E§n+1))

Setzen wir die Naherungslosungen ein, so ergibt sich

(@ d”) = (1;10)
(@) = (~0.990)
(df);dg)) = (—0.0099;0)
dP:d?y = (=0.000099;0) .

Sieht man vom ersten Iterationsschritt ab, so reduziert sich der Defekt der ersten
Gleichung pro Iterationsschritt um den Faktor 100. Der zweite Defekt ist in jedem
Iterationsschritt 0.

Bemerkung: Dies ist typisch fiir das Gauss-Seidel-Verfahren. Die letzte Gleichung
ist nach einem Iterationsschritt immer erfiillt, da sie ja gerade verwendet wurde, um
eine neue Naherung fiir die letzte Unbekannte zu berechnen.

(b) Wenn der Defekt von jeder Gleichung 0 ist, so hat man die exakte Losung des GLS
gefunden: rechte und linke Seite einer jeden Gleichung stimmen iiberein. Wird der
Defekt klein, so sind rechte und linke Seite des GLS sehr dhnlich und man befindet
sich in der Néhe der Losung des GLS. Ist der Defekt noch grof3, so ist man noch weit
von einer Losung des GLS entfernt.

(c) Leider eignet sich der Defekt nicht, um eine quantitative Aussage iiber die Grofle
des Fehlers machen. Dies sieht man leicht, wenn man ein gegebenes GLS mit einem
beliebigen Faktor k£ multipliziert. Dies dndert nichts an der Losung des GLS oder an
den mit einem Iterationsverfahren berechneten Néherungen fiir die Losung, aber alle
Defekte werden ebenfalls mit dem Faktor k& multipliziert.



Arbeitsblatt: Konvergenzeigenschaften des Jacobi- und des Gauss-Seidel-
Verfahrens

Iterative Losungsverfahren konvergieren oft nur fiir bestimmte Klassen von Gleichungs-
systemen (GLS) gegen die richtige Losung des GLS. Daher ist es sehr wichtig zu wissen,
fiir welche Klassen von GLS ein iteratives Losungsverfahren auf jeden Fall konvergiert.
Gauss-Seidel- und Jacobi-Verfahren konvergieren fiir die Klasse der Gleichungssysteme,
bei denen die Koeffizientenmatrix “stark diagonaldominant” ist, und auch fiir eine Reihe
anderer Gleichungssysteme.

Definition: Gegeben sei ein GLS Az = b mit einer Matrix A, die aus den Elementen a;;
besteht (7,7 =1,...,N). Gilt dann fiir jede Zeile der Matrix

N

Z |aik| < ‘aii| )

k=1
k#i

so nennt man die Matrix A auch stark diagonaldominant.

Man kann zeigen: Ist eine Matrix A stark diagonaldominant (d.h. iiberwiegt in der Matrix
A die Hauptdiagonale in obigem Sinn), dann konvergieren das Jacobi-Verfahren und das
Gauss-Seidel-Verfahren gegen die eindeutig bestimmte Losung von Ax = b.

Ein Beispiel:

Die Matrix
10 —4 -2
A= -7 15 5
-6 =3 12

ist stark diagonaldominant, denn es gilt:
|—4]+]—-2] < 10
|—=7+5 < 15
|—6]+|—-3] < 12.
Fiir jedes beliebige GLS der Form
102y — 4x9 — 223 = by
—Tx1 4+ 1529 + bx3s = by
—621 — 329+ 1223 = b3

konvergieren daher Jacobi- und Gauss-Seidel-Verfahren.

Bemerkung: Ist eine Matrix A weit davon entfernt, stark diagonaldominant zu sein, so
ist die Chance, dass das Jacobi- oder Gauss-Seidel-Verfahren konvergieren, relativ klein.

Aufgabe 1: Betrachte die beiden GLS

55(]1 + 221’2 = 1 und T+ 101‘2 = 10
9?[)1—1‘2 = 3 1OI1+ZL‘2 = 1

(a) Sind diese GLS stark diagonaldominant?

(b) Kann man erwarten, dass das Jacobi- oder das Gauss-Seidel-Verfahren fiir eines dieser
beiden GLS gegen die Losung konvergieren?

(c¢) Wie kann man diese GLS stark diagonaldominant machen? Werden jetzt Jacobi- und
Gauss-Seidel-Verfahren fiir die beiden GLS konvergieren?



Unterrichtsmaterialien 65

Arbeitsblatt: Konvergenzeigenschaften des Jacobi- und des Gauss-Seidel-
Verfahrens

Infos fiir Lehrkrifte:

Dieses Arbeitsblatt fithrt den Begriff der starken Diagonaldominanz fiir allgemeine N x N-
Matrizen ein. Die Matrixnotation eines Gleichungssystems wird als bekannt vorausgesetzt.
Ebenfalls vorausgesetzt wird die Kenntnis des Summationssymbols .

Aufgabe 1:

(a) Beide GLS sind weit davon entfernt stark diagonaldominant zu sein, denn die Nicht-
diagonalelemente sind in allen Fiéllen deutlich gréfler als die zugehorigen Diagonal-
elemente: Fiir das erste GLS gilt 5 < 22 und | — 1] < 9 und fiir das zweite 1 < 10 und
1 < 10. Fiir starke Diagonaldominanz miissten statt der “<”-Zeichen “>"-Zeichen
gelten.

(b) Da beide GLS weit von einer Diagonaldominanz entfernt sind, kann man nicht erwar-
ten, dass das Jacobi- oder das Gauss-Seidel-Verfahren fiir eines dieser beiden GLS
gegen die Losung konvergieren.

(¢) Man kann beide GLS sehr leicht diagonaldominant machen, indem man die Gleichun-
gen vertauscht. Dann lauten die GLS

9ZE1—fL’2 = 3 und 10[L‘1—|—l‘2 = 1
5$1+22£E2 =1 $1+1OZEQ = 10

und jetzt dominieren die Diagonalelemente. Daher konvergieren Jacobi- und Gauss-
Seidel-Verfahren, wenn man sie hierauf anwendet.



